Capitolo 4

Integrazione

4.1 Teoria della misura secondo Peano—Jordan in
Rk
Siano a = (a1, ...,ax) e b= (by,...,b) punti di R* (k > 1) con
a; <b Vie {1,...,k}.
Sia
k
R= H [ai, bz]

i=1
il rettangolo chiuso di R” di estremi a e b.
Diremo che R ¢ degenere se

E’iG{l,...,k}}ZQi:bi.

Osservazione 30 I rettangoli degeneri di R sono rappresentati geometrica-
mente dai punti di una retta, quelli non degeneri dai segmenti della stessa
retta. I rettangoli degeneri di R? sono rappresentati geometricamente dai
segmenti di un piano parallelo ad uno degli assi ordinati oppure da punti,
quelli non degeneri da rettangoli dello stesso piano.

Definizione 41 Si chiama misura di R il numero reale non negativo
k
i (R) =T (b0 — @)
i=1

Definizione 42 Un plurirettangolo chiuso di R, diciamolo P, é I'unione
di un numero finito di rettangoli chiusi

Ri,. . R

a due a due privi di punti interni comuni.
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Figura 4.1: Decomposizione di I.

Diremo che P ¢ degenere se ciascuno dei rettangoli é degenere.
Si chiama misura di P il numero reale non negativo:

e (P) = g (Ry)
i=1
non & difficile dimostrare il

Teorema 4.1 Se P’ e P” sono plurirettangolo chiusi di R¥, con
:P/ C .:])//

allora
o () < pug (P")

Sia I una parte limitata di R¥. Denotiamo con A (I) I'insieme delle mis-
ure dei plurirettangoli chiusi contenuti in I, B (I) 'insieme delle misure dei
plurirettangoli chiusi contenenti 1.

In base al teorema (4.1) A(I) e B(I) sono separati; risulta i.e.

sup A (I) <inf B(I).

Definizione 43 Si dice che I ¢ misurabile secondo Peano—Jordan se A (I)
e B(I) sono contigui, i.e. se
sup A (I) = inf B (1)
In tal caso si chiama misura di I il numero reale non negativo
pr (I) =sup A (1) = inf B (1)

Si conviene che la parte vuota di R¥ & misurabile ed ha misura nulla.
Rileviamo esplicitamente che se I e I sono parti limitate e misurabili di RF
con I} C I, risulta

i (1) < pe (I2)
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Osservazione 31 La proprieta testé definita é nota come proprieta di
monotonia.

Teorema 4.2 Sia I una parte limitata di R¥. Le affermazioni seguenti sono
equivalenti:

1. I é misurabile;

2. Per ogni € > 0 esistono due plurirettangoli chiusi P' e P” tali che:
PCICP, (’P”) — [ (iP') <e

Dimostrazione — Dire che I & misurabile significa che A (I) e B (I) sono
contigui e cio accade se e solo se ¢ vera la (2). O

Teorema 4.3 Sia I una parte limitata di R¥. Le affermazioni seguenti sono
equivalenti:

1. I é misurabile

2. Per ogni € > 0 esistono due parti limitate e misurabili di RF I} e I,
tali che
I CTC I, pug (I2) — px (1) <€

Dimostrazione — L’implicazione
1) = (2)

¢ vera in virtu del teorema (4.2). Verifichiamo che
(2)=(1).

Fissato € > 0, per ipotesi esistono due parti limitate e misurabili di R* I e
1> tali che

€
I CIC Iy (I2) — p (1) < 3
D’altra parte visto che

pk (1) = sup A(l)
Mk(l2) = infB(IQ)

la seconda proprieta dell’estremo superiore e la seconda proprieta dell’estremo
inferiore garantiscono l’esistenza di due plurirettangoli chiusi P’ e P” tali che:

PCI e (P> p(h)— g

P'CT e pp(P") < (L) +%
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Ne segue P’ C I C P

i (P") = e (P') < i (I2) + 7 = e (1) + 5 =

4
e € €
= (L) — e () 4+ = < — 4+ — =
pe(l2) =g () + 5 <5+ 5 =¢
e cio, stante il teorema (4.2), comporta che I ¢ misurabile ]

Osservazione 32 . Sia I una parte limitata di R*. Se I ¢ priva di punti
interni i plurirettangoli chiusi contenuti in I sono soltanto quelli degeneri che
hanno misura nulla sicché A (I) = {0}.

Pertanto I & misurabile se e solo se

inf B(I)=0

Dunque le parti limitate e misurabili di R¥ privi di punti interni hanno misura
nulla.

Per ogni n € N denotiamo con Q,, il quadrato di R¥ di centro I'origine e di

lato n, poniamo cioé:
k
Qn - [_na TL}

Sia I una parte non limitata di R*. Si dice che I ¢ misurabile secondo
Peano—Jordan se per ogni n € N 'insieme limitato I N @, é misurabile.
In tal caso osservato che

IangIan+1:>Mk(Ian)g#k(Ianﬁ-l)

Il teorema sui limiti delle successioni monotone ci consente di asserire che:

lim pug, (I NQy) = su][\)[ e (I NQy)
n ne

Orbene si chiama misura di I 'elemento di [0, 4-o00]:
p (1) = lim gy, (10 Q)

Quindi se I é non limitato e misurabile la sua misura potrebbe essere +oc0.
Se g (I) = 400, suol dirsi che I ha misura infinita.
Di facile dimostrazione sono i teoremi seguenti:

Teorema 4.4 Se I é una parte di R* (limitata e non) misurabile e di misura
nulla, allora ogni parte di I é misurabile ed ha misura nulla.

Dimostrazione — Omessa. O
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Teorema 4.5 Se I; e I sono parti di R¥ (limitate o non) misurabili allora
ciascuno degli insiemi

Lul, , IT1nly , I1—1I
é misurabile. Inoltre, se 11 U Is ha misura finita risulta:

pe (11U Iz) = puge (1) + ps (I2) — pe (11 N 1)

Osservazione 33 Se I; e Iy non hanno punti interni in comune (in parti-
colare se I1 e I sono disgiunti), poiché ug (I3 N I2) = 0 si ha:

p (11 U Io) = g (1) + pg (I2) -
Osservazione 34 Se I; DO I visto che,
L =1,U (Il — IQ)

risulta
pur (In) = e (I2) + g (I — I2) (4.1.1)
si ha quindi:

pr (It — I2) = g (I2) — g (11)

Rileviamo esplicitamente che dalla (4.1.1) si ricava che:

ik (1) = pge (I2)
E’ facile verificare che la frontiera di un insieme misurabile ¢ misurabile ed
ha misura nulla, come del resto accade per la frontiera di un poligono. Anzi

¢ possibile dimostrare che la proprieta di avere la frontiera di misura nulla é
caratteristica degli insiemi misurabili; in altri termini, vale il teorema:

Teorema 4.6 Sia I una parte di R¥ limitata o non. Le affermazioni seguenti
sono equivalenti:

1. I é misurabile

2. La frontiera di I ¢ misurabile ed ha misura nulla.

Osservazione 35 Nel caso k¥ = 1 [k = 2, k = 3] la parola misura ¢
sinonimo di lunghezza |area, volume|.
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4.2 Integrazione per le funzioni reali di una vari-
abile reale.

4.2.1 Nozioni preliminari

Sia f reale, continua in [a,b] compatto di R. In ]a,b[ fissiamo i punti
r1 < X2 < ... < Tp_1 € poniamo rg = a e x, = b. Consideriamo gli
intervalli

[xo, 1], [x1, 2], -« - [Tn—2, Tn—1[, [Tn-1, Tn] (4.2.1)

a due a due privi di punti interni comuni e la loro unione ¢ pari ad [a, b]. Per
tale ragione suol dirsi che gli intervalli (4.2.1) costituiscono una decompo-
sizione di [a,b] (in intervalli compatti).

Tale decomposizione sara denotata col simbolo D (xg,x1,...,Z,); si chiama
ampiezza della decomposizione la pitl grande ampiezza degli intervalli
della partizione, i.e. il numero positivo:

0 (D) =max{z1 —x9,22 — T1,...,Tp — Tp—1} =  Max {(ziy1 — =)}
1€{0,1,....,n—1}

Sia f una funzione reale definita nella parte X di R. Le funzioni reali:

F@) +1f @) [ T® se fl@)=0

f+:a:€X—>f:
0 se f(zr)<O

f (@) =|f (@) f(x) se f(x)<0

f_:meXef:
0 se f(z)=0

diconsi, rispettivamente, la parte non negativa di f e la parte non
positiva di f. Evidentemente:

f=Fr+f fl=F"=f"
Aggiungiamo che se f ¢ continua in X tali sono anche f* e ™.

Y

y Y
diagramma di f ’ "
9 diagramma di f* diagramma di f
E_\ .
H '
1 b '
'

: c X - b

' I a c I a 9

'

R L

(.

Figura 4.2: I diagrammi di f, f* e f~
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4.3 Rettangoloide

Sia f una funzione reale definita nell’intervallo [a,b] limitata o non ed ivi
non negativa [non positival.
Si chiama rettangoloide relativo ad f e di base (a,b) la parte di R?:

R(f)={P(z,y) eR*:z € (a,b) e 0Ky < f(2)}
[R(f)={P(z,y) eR*: 2 € (a,b) e f(z) <y<O0}]

Teorema 4.7 Se f é una funzione reale continua e non negativa nell’inter-
vallo compatto [a, b], allora il rettangoloide R (f) relativo ad f e di base [a, ]
é misurabile.

Gli insiemi numerici descritti dalle somme sp ed Sp al variare della par-
tizione D sono contigui, e I’area del rettangoloide ne costituisce I’elemento
di separazione. Si ha cioé:

pz (R(f)) = Supsp (f) =t Sp (f) (4.3.1)
Dimostrazione — Considerata una partizione D = D (xg, x1,...,2,) del-
I'intervallo [a,b], per ogni ¢ € {0,1,...,n — 1} diciamo m/}, m! rispettiva-

mente il minimo e il massimo della funzione f nell’intervallo [z;, z;+1], ed
RL, R 1 rettangoli di base [x;, xi+1] ed altezze m}, m!, le cui aree sono:

/ "
mi (Tip1 — ), mg (Tiv1 — Ti)
L’unione dei rettangoli R] & allora un poligono contenuto in R, e 'unione

y

a=xg b=x, X

Figura 4.3: Plurirettangolo inscritto nel rettangoloide e plurirettangolo
circoscritto al rettangoloide.

dei rettangoli R} ¢ un poligono contenente R. Indicheremo tali poligoni con
p(D) e P (D), e li diremo rispettivamente il plurirettangolo inscritto nel
rettangoloide e il plurirettangolo circoscritto al rettangoloide, associati
alla partizione D; le aree di p (D) e P (D) sono espresse dalle somme:

n—1 n—1

sp=> mi(wipr—z) ,  Sp=Y_ mf (i1 —x).

=0 =0
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Se ora si fa variare la partizione D dell’intervallo [a, b], facendo variare sia i
punti x; sia il numero n, e se per ogni partizione si considerano il pluriret-
tangolo inscritto e il plurirettangolo circoscritto ad essa associati, é ovvio che
qualunque siano le partizioni D', D" risulta:

p (D) CR() C P (D7)

e quindi:

Sp/ < S D
Pertanto gli insiemi numerici descritti dalle somme sp e Sp al variare della
partizione D sono separati.

Per provare che R ¢ misurabile occorre mostrare che, qualunque sia ¢ > 0,
esistono un poligono p. C R ed un poligono P, O R tali che:

area P, — areap, < €.

Poiche f ¢ continua nell’intervallo compatto [a, b] per il teorema di Heine—
Cantor! essa ¢ ivi uniformemente continua, e quindi per ogni € > 0 esiste un
numero d. > 0 tale che, per 2/, 2" € [a, b], si abbia:

€
b—a

‘l’l — x”‘ < e = ‘f (a:’) —f (x")‘ < (4.3.2)

Se allora Dy = Dy (ajg,x?, .. .,x%) ¢ una partizione dell’intervallo [a,b] di

ampiezza § < 0, e se x}, z/ sono punti dell'intervallo [2?,zY, ] tali che
/ / " "
fag)=m; , f(z])=m],

si ha
" ! 0 0
— x| < —x <6<,

e di conseguenza per la (4.3.2) risulta

m; —m; < 5 i -
Ne segue:
n—1 n—1
Spy = 5Dy = 3 (mf —m}) (a1 —af) < == (aly —af) =<
i=0 i=0

e cio, essendo sp, 'area di un plurirettangolo inscritto nel rettangoloide ed
Sp, l'area di un plurirettangolo circoscritto al rettangoloide, prova che il
rettangoloide & misurabile.

Il discorso precedente mostra altresi che gli insiemi numerici descritti da sp
e Sp al variare di D sono contigui, sicché risulta

sup sp = inf Sp.

1Una funzione continua in un insieme compatto ¢ ivi uniformemente continua.
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La (4.3.1) é allora stabilita, essendo

sp < p(R) < Sp
per ogni D Il
Ragionando allo stesso modo, si dimostra il

Teorema 4.8 Se f é una funzione reale continua in [a, b] compatto ed ivi non
positiva, allora il rettangoloide R (f) relativo ad f e di base [a,b] compatto
é misurabile e si ha:

p2 (R(f)) = p2 (R(=1))
Dai teoremi (4.7) e (4.8) si deduce il

Teorema 4.9 Se f ¢ una funzione reale continua in [a,b] compatto ed ivi
non negativa [non positival, allora il suo diagramma I'y é misurabile ed ha
area nulla.

4.4 Integrale di una funzione continua in un inter-
vallo compatto

Sia f una funzione continua nell'intervallo [a,b]. Detta D = (z¢, z1,. .., Zn)
una partizione di [a, b] di ampiezza J, e scelto, per ogni i € {0,1,...,n — 1},
un punto & nell’intervallo [z;, z;1+1], consideriamo la somma:

n—1
op =Y f(&)(@ip1 —z:) (4.4.1)
=0

Nella notazione op abbiamo evidenziato la partizione D dalla quale la somma
dipende. Avendo denotato con d I'ampiezza della partizione D, si puo dire
che op dipende anche da d: si deve perd osservare che, fissato un numero
positivo § < b — a, esistono infinite partizioni D di ampiezza ¢, e fissata una
di esse, ¢ possibile associare infinite somme op, in dipendenza della scelta
dei punti §;. Pertanto la corrispondenza che ad ogni § associa tutte le somme
op relative alle partizioni D di ampiezza §, ¢ una corrispondenza plurivoca
e non una funzione della variabile 9.

Tuttavia, in virtu della continuita della funzione f nell’intervallo compatto
[a, b], se si fa variare la partizione D in modo che 'ampiezza § tenda a 0,
le somme op tendono ad un ben determinato numero A, nel senso precisato
dal seguente teorema:

Teorema 4.10 Se f ¢ una funzione continua nell’intervallo compatto |a, b],
esiste uno ed un solo numero reale \ avente la seguente proprieta:
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*) Ad ogni € > 0 é possibile associare un 0. > 0 in modo che, per ogni
partizione D di ampiezza § < §. e qualunque siano i punti §;, si abbia:

|UL)—-A’<:E.

La *) si esprime sinteticamente scrivendo:

limop = A. 4.4.2
6—0 b ( )
Dimostrazione — Cominciamo col provare 'unicita del numero A.

Se X e A sono due numeri tali da verificare la (4.4.2), ad ogni € > 0 ¢ pos-
sibile associare due numeri positivi §. e 67 in modo che, per ogni partizione
D di ampiezza § < 0. si abbia |op — N| < & e per ogni partizione D di
ampiezza 6 < 0! si abbia |op — \’| < &, comunque si scelgano i punti &;.
Detto 4. il pin piccolo dei numeri 0%, §” se D & una partizione di ampiezza
§ < d. sussistono entrambe le disuguaglianze precedenti, e quindi si ha:

N = X < [N = op| + |op - X'| < 2¢

donde, per 'arbitrarieta di e, segue X' = \”.

Per dimostrare I’esistenza del numero A, supporremo in un primo momento
che la funzione sia non negativa o non positiva, quindi esamineremo il caso
generale.

1. Nel caso che f sia non negativa, é facile verificare che il numero A non
¢ altro che l'area del rettangoloide R di base [a,b] relativo ad f, i.e.
che vale la (4.4.2) con

A=pu(R).
Invero, detta D = D (zg, 1, ..., x,) una partizione di [a, b], consideri-
amo le somme:
n—1 n—1
sp=Y mi(wpi—m) ,  Sp=Y mi (w1 —w)
i=0 i=0

gia precedentemente introdotte.

Poiché tali somme rappresentano rispettivamente 1’area del plurirettan-
golo inscritto e ’area del plurirettangolo circoscritto al rettangoloide
R, associati alla partizione D, risulta:

sp < p(R) < Sp
D’altra parte, comunque si scelgano i punti &; € [z;, z;41], si ha
m; < f (&) <m]

e quindi risulta:
sp <op < Sp
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Ne segue:
n—1
lop —p(R) < Sp—sp=>_ (mf —mj) (1 — ;). (44.3)
i=0

Poiché f ¢ uniformemente continua in [a,b], ad ogni € > 0 si pud
associare un 0, > 0 in modo che si abbia:

€
b—a’

‘x’—az"‘ <. = ‘f(a:') —f(;v”)! <

Ragionando allora come si é fatto a proposito della misurabilita del ret-
tangoloide, si riconosce che, se D é un’arbitraria partizione di ampiezza

d < &g, risulta
€

b—a
e pertanto dalla (4.4.3) (quindi indipendentemente dalla scelta dei
punti &;) consegue:

" !/
m., —m; <

lop —p(R)| <e.

Cio prova, come volevamo dimostrare, che:

li =
e =n

2. Se la funzione f & non positiva, vale la (4.4.2) con
A=—u(R).

Invero il rettangoloide R relativo ad f é il simmetrico, rispetto all’asse
delle z, del rettangoloide R’ relativo alla funzione non negativa —f, e
quindi si ha

p(R) = p(R).

D’altra parte, per ogni partizione D e qualunque siano i punti &;, il
numero —op rappresenta la somma analoga alla (4.4.1) relativa alla
funzione non negativa — f, e pertanto, in base a quanto si & visto nel
numero precedente, risulta:

lim (~op) = (R) = (R).
Ne segue:
lim =—u(R
limop = —p(R)
3. Nel caso generale, i.e. quando f pud assumere sia valori positivi, sia
valori negativi, sia valori nulli, ’esistenza del numero A si dimostra
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sulla base di quanto gia stabilito in 1 e in 2.

A tale scopo ricordiamo che f si decompone nella somma:
f=fttf

dove f* ed f~ sono rispettivamente la parte non negativa e la parte

non positiva di f, e sono quindi funzioni continue in [a, b].

Il diagramma di f* [di f~| si compone dei punti del diagramma di f di

ordinata positiva [negatival e dei punti dell’asse delle x nei quali f ha

valore non positivo [non negativo|. Indichiamo con R il rettangoloide

di base [a,b] relativo ad fT, e con R~ il rettangoloide di base [a, b]

relativo ad f~.

Per ogni partizione D = D (xg,x1,...,x,) dell'intervallo [a,b] e per

ogni scelta dei punti §;, consideriamo la somma op definita dalla (4.4.1)

relativa alla funzione f, e diciamo O'B e o, le somme analoghe relative

ad f*ed f~. Si ha:
op = O'B +o0p,

nonché:

linoh=n(®) . mop-—n(®).

Dalla disuguaglianza:
lop = [ (RY) = (RO)]| < |lop = p (RY) [ + |op + o (R7))|
si trae allora:

%im op = (9%*') — i (32_) ,

—0

e cio dimostra 1’asserto, con

/\:u(ﬂﬁ)—u(ﬂr).

Si pone la seguente:

Definizione 44 Si chiama integrale definito della funzione continua f (x)
esteso all’intervallo [a,b], il limite:

n—1
lim D F (&) (wipn — ) (4.4.4)
=0

e si indica con uno dei simboli:

/b f)yde / f (@) da (4.4.5)

[a,b]

che si leggono integrale definito esteso all’intervallo [a,b] di f (z)dx.
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I numeri a e b diconsi estremi dell’integrale, e precisamente: a si chiama
estremo inferiore, b estremo superiore dell'integrale. La funzione f (z)
chiamasi funzione integranda, la variabile x variabile d’integrazione.
Per definizione si ha quindi:

b n—1
/f(ﬂf) dx = gig(l)Zf(fi) (Tip1 — )
a 1=0

nell’ipotesi, s’intende, che f (z) sia continua in [a, b].

Osservazione 36 L’origine del segno [ ¢ da ricercarsi in una deformazione
della lettera S, iniziale della parola somma, ed esso sta a rammentare che
I'integrale definito proviene, mediante un passaggio al limite, da una som-
ma. Il prodotto f (z)dz, nella scrittura (4.4.5), & posto per ricordare che
la somma, da cui l'integrale deriva, ha per elemento generico il valore f (&)
della funzione moltiplicato per 'ampiezza (z;+1 — ;) la quale, nel passaggio
al limite considerato, diventa un infinitesimo.

Osservazione 37 Dal contesto della dimostrazione del teorema 4.10 si evince
quanto segue:

— se f ¢ non negativa, allora:

/f(x)dxzm (R(f)),

[a,b]
— se f & non positiva, allora

/ f (@) dz = —pa (R (1))

[a,b]

— se f assume sia valori positivi che valori negativi, allora:

/ f (@) de = pz (R (F1)) = p (R (£7))

[a,b]

/f(:c)dx:/f+(:c)d:v+/f_(x)dx

[a.b) [a.b) [,

i.e.
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4.5 L’integrale definito di una funzione reale con-
tinua in un intervallo.

Sia f una funzione continua nell'intervallo X C R, limitato o non. Detti a e
b due punti di X, abbiamo introdotto il simbolo:

/ f(z)dx
[a.0]

nell’ipotesi che a < b.
Si pone allora per definizione:

b

/af(m)drc=—/f(fc)dx,
b

a

nonché:

/f(:v)dxzo se a=h.

b

Pertanto, qualunque siano i punti x1,x2 dell’intervallo X, ha significato
Iintegrale:

/f (x) dzx, (4.5.1)

che si chiama integrale definito della funzione f esteso all’intervallo
orientato di estremi x; ed xs.

4.6 Proprieta dell’integrale definito

Dalla definizione di integrale definito é possibile subito affermare che:

Proposizione 4 Scambiando fra loro gli estremi d’integrazione il valore
dell’integrale cambia solo di segno.

Proposizione 5 Indicando con k un numero qualsiasi, risulta:

/bk:dw:k(b—a).
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Infatti, essendo in tal caso f (x) = k, abbiamo:

b n—1
:1. : : — - ) =
/ngﬁgﬂ@mﬂzm
n—1
=1l k(xizi —x;)=lmk(b—a)=k(b—
fim 3k (s =) = figk (0= a) = (6~

Pit in generale, si ha la seguente proposizione nota come proprieta di
linearita:

Proposizione 6 Se fi (z) e f2 (x) sono due funzioni continue nell’intervallo
[a,b] e k1 e ky due costanti, si ha:

/ [klfl (I’) + ko fo (.’E)] dr = k1 / f1 (l’) dr + ko / fo ($) dx.

[a,b] [a,b] [a,b]

Ed invero si ha:

n—1

/ [k1f1 () + ko f2 ()] do = %i_{%z (1 f1 (&) + k2 f2 (6)] (i1 — i) =
[a,b] =0

n—1 n—1
=k %13(1) ZZ; J1(&) (g1 —x4) + ko %1_13% ; f2 (&) (Tiv1 — ) =

:kl/fl(x)dac+k2/f2(:r)d:v.

[a,b] [a,b]

Proposizione 7 Se f (x) é continua in [a,b], con a < b, si ha:

b b
/ﬂ@m</vaE (46.1)

Diviso, al solito, I'intervallo [a,b] in n intervalli parziali si osservi che é:

n—1 n—1
L&) (@i — )| <D IF ()] (@i — m1)
1=0 =0
donde:
n—1 n—1
lim ; [ (&) (@ip1 — )| < }13%; |f €l (i1 — i)
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ie.:

come volevamo provare.
In generale é:

b b
/f (z) dz| < / f (2)] da| - (4.6.2)
a a
Quest’ultima relazione ¢ nota come proprieta del modulo. Dimostriamo
la (4.6.2).
e Sea="0la(4.6.2) ¢ vera.
e Sea<bef>01la(4.6.2) é vera.
o Sea<bef<0la(4.6.2) é vera.

e Sea < b e f assume sia valori positivi sia valori negativi, si ha:

/bf<a:>dx - /bf+(w)dw+/bf‘(:v)da: <

< /bf+(3«“)dw + /bf_(if)div Z/bf+(ﬂf)dw—/bf_(fﬂ)dff=
b b

b

[ @ -1 @lae= [Ir@lde=| [ 17 @]z

a a a

e Se a > b, per quanto visto sopra, risulta:

/bf(af)dﬂ7 = —/af(w)da? = /af(x)da: < /a\f(ac)|dx =
a b b b

— _/b|f(:1:)|dm = /blf(roldﬂ:

Dimostriamo, adesso, la proprieta additiva.

Proposizione 8 Se f (z) é continua in [a,b] e se ¢ é un punto interno ad
[a, b], risulta:
b b

/ f (@) de = / f (@) da + / f(z)dz (4.6.3)

a c
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Se, invero, dividiamo gli intervalli [a, c| e [c,b] in intervalli parziali, rispetti-
vamente mediante i punti:

o =a<T1 <2< ... <ZTp1<Tp=C

l‘k:C<$k+1<...<$n71<l‘n=b

e diciamo § la piu grande di tutte le differenze x;+1 — x;, abbiamo:

[ da:—hme@ Tig1 — 20);

[a,c]

/f da:—hme (&) (ig1 — ;)
[c,b]
da cui, come volevasi:

n—1

[ @+ [ @de=1im> £ @) = [ 1@

la,c] [c,b] =0 [a,b]

Di grande importanza ¢ il seguente

Teorema 4.11 (teorema della media.) Detti m ed M il minimo ed il
massimo assoluto di f (z) in [a,b], si ha:

m(b—a) / f(z M (b—a) (4.6.4)

[a,b]

Esiste inoltre almeno un punto £ dell’intervallo [a,b] per il quale riesce:

/ f(z f&b—a) (4.6.5)

[a,b]

Dimostrazione — Per dimostrare questo teorema cominciamo con 1’osser-
vare che, qualunque sia la prescelta decomposizione dell’intervallo [a,b] in
intervalli parziali, si ha:

m<fE) <M (i=0,1,2...,n—1)

da cui:
m (Tip1 — i) < f (&) (@i — 2) < M (w341 — x)

e quindi:

|
—

n—1 n—1 n

Zm (i1 — xi) < Z f(&) (i1 —xi) <Y M (2341 — x4)

1=0 =0 7

I
o
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ossia:
m((b—a)<op<M(Ob-a)

e da tale relazione, passando al limite per ¢ tendente a zero, segue la (4.6.4).
Dalla (4.6.4) segue poi, ovviamente, che:

/ f(x)dx=p(b—a) (4.6.6)
[a.0]

designando p un conveniente numero compreso fra m ed M.
D’altra parte, poiché f (x) é continua, in virtu dei teoremi di Bolzano e di

Weierstrass 2, si puo trovare almeno un punto ¢ di [a, b] per il quale riesca:
F&) = (4.6.7)
e dopo cio, dalle (4.6.6) e (4.6.7) segue la (4.6.5). O

Dal teorema della media segue subito che:

Proposizione 9 Se una funzione f (z) é continua in [a,b], con a < b, ed é
ivi sempre positiva [negatival, anche I'integrale:

[ tads
[a,b]

é positivo [negativo.

Sussiste anche la seguente proposizione:

Proposizione 10 Se f (z) e g (x) sono due funzioni continue in [a,b] ed é
sempre f (z) > g (x), si ha:

[ twdez [ g

[a,b] [a,b]

Basta osservare che:
[ 1t @ -g@)ds >0
[a,b]

e che per la proprieta di linearita (cfr. proposizione n.6 di pag. 129) eé:

0</[f(w)—g(x)]dxz/bf(w)dw—/bg(:v)dw

[a,b]

2Una funzione f (x) continua in un intervallo chiuso e limitato assume tutti i valori
dell’intervallo [m, M], i.e. il codominio di f & [m, M]
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Sussiste, poi, anche la seguente proposizione:

Proposizione 11 Se f (z) ¢ una funzione continua nell’intervallo [a,b] e se

Pintegrale:
/ f(z)dx

[p,q]

é sempre nullo qualunque sia l'intervallo d’integrazione [p, q] appartenente
ad [a, b], allora f (x) € nulla in ogni punto di [a, b].

Supponiamo che cié non sia, e diciamo ¢ un punto di [a,b] dove f (z) non é
nulla; per fissare le idee sia f (x) > 0. Per la continuita di f (z) esiste un
intorno [p, q] del punto ¢, con p < q, contenuto in [a, b, per ogni x del quale
risulta f () > 0. Segue allora, per la proposizione 9, che é:

q
/f (x)dz > 0,
P
contro l'ipotesi.

4.7 1l teorema fondamentale del calcolo integrale.

Sia f (z) una funzione continua nell’intervallo [a, b] e  un punto variabile in
[a, b].

L’integrale di f (x) esteso all’intervallo [a, | ¢ allora una funzione del punto
x che indichiamo con F' (z), ponendo:

F(z) = / f(t)dt, (4.7.1)

ove nell'integrale abbiamo indicato con t la variabile d’integrazione, affinché
non vada confusa con l’estremo superiore dell’integrale che é z.

Definizione 45 La funzione F (x) chiamasi funzione integrale relativa ad
f (z) e di punto iniziale a.

Sussiste il seguente:

Teorema 4.12 (Teorema fondamentale del calcolo integrale) Se la fun-
zione f (x) € continua nell’intervallo [a, b] a funzione integrale F' (z) é deriv-
abile nell’intervallo [a, b] e la sua derivata nel punto = é eguale al valore che
la funzione integranda assume nello stesso punto; i.e.:

F'(z) = [ (x)

ossia F' é una primitiva di f.
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Dimostrazione — Sia x un punto qualsiasi di [a, b] e z+ Ax un altro punto
appartenente ad [a, b]; abbiamo:

r+Ax T r+Ax

F(z+Az) — F(z) = / f(t)dt—/f(t)dt: / £ (t)dt.

a

Applicando all’ultimo integrale il teorema della media, si ottiene:
F(z+Az) - F (z) = Acf (€)

dove & é un conveniente punto compreso fra x e x + Ax.
Di qui si trae:
F(:U+AA95) F (z) — 1),
x
Se, tenuto fissa x, si fa tendere Ax a zero, il punto &, compreso fra x e x+ Az
tende ad z. Inoltre, essendo f (z) continua, risulta:

lim f(g)zgligcf(ﬁ):f(x),

Az—0

e percio si ha:

F(z+ Az) — F (x)

Ay A = /@)
e quindi:
F'(z) = f ()
che é quanto volevasi dimostrare. ]

Dal teorema fondamentale si ricavas:

Teorema 4.13 Ogni funzione f (x), continua in un intervallo X di R é
dotata di primitiva. Tutte e sole le primitive di f (x) sono della forma:

jf(t)dt+c

indicando ¢ un numero arbitrario.

Questo teorema é di grandissima importanza perché permette di ricondurre
il calcolo di un integrale definito di una funzione continua a quello di una
funzione primitiva della funzione integranda.

Infatti, se ¢ (x) ¢ una qualsiasi primitiva di f (z) per il teorema precedente
dev’essere:

o (z) = / Ft)dt+ & (4.7.2)
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con k numero conveniente.
Ponendo nella (4.7.2) z = a, si ottiene ¢ (a) = k, e quindi la (4.7.2) puo
anche scriversi:

w(fv)z/f(t)dtJr«P(a)

ossia:

/f(t)dt=<ﬁ(m)—<p(a)

Questa relazione vale qualunque sia z in [a, b] e quindi, in particolare, anche
per x = b, e percio:

[rara=em -v. (4.7.3)

Si ha quindi il seguente:

Teorema 4.14 L’integrale definito fra a e b di una funzione continua f (x)
¢ uguale alla differenza fra i valori che una qualunque primitiva ¢ (x) della
f (x), assume in b e in a.

La (4.7.3) & nota come formula fondamentale del calcolo integrale. Il
secondo membro di essa a volte viene espresso tramite la scrittura:

[ (2)]%

denotando con tale simbolo la differenza fra i valori di ¢ (x) in b ed in a.

Esempio 25
w/2
/ cos xdx = [sinaz]g/2 = sing —sin0 = 1.
0

Esempio 26

3
dx = [log z]3 = log 3 — log2 = log 3

8

/

4.8 Regole d’integrazione definita per parti e per
sostituzione.

Sussistono i teoremi seguenti:
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Teorema 4.15 (Regola d’integrazione per parti) Se f e g sono fun-
zioni reali di classe C! nell'intervallo compatto [a,b], allora:

b
/ﬂmwmmZUWMQM—/fmw@m

Dimostrazione — Infatti:

/bf(fv)g' (z) dz =

\@
|
i
~—~
8
S—
N
)
IS
~
o8
IS
1

b
~[F@ 9@l [ [f @) ds

L’applicazione di tale formula costituisce appunto la regola di integrazione
definita per parti.

O

Esempio 27
1 1 1
/ tan zdz = [z arct / 7r 1/d(1+x2)
arctan xdx = [x arc anx - - =
1—|—9U2 4 2 1+ 2
0 0 0

s

77
log (1 + z)]g = i ilogQ

N =

Teorema 4.16 (Regola d’integrazione per sostituzione) Sia f () una
funzione reale continua nell’intervallo compatto [a,b] C R. Se~ (t) é una fun-
zione reale di classe C' nell’intervallo compatto [c,d] C R ivi strettamente
monotona ed avente per codominio [a, b], allora

b
G

Dimostrazione — Supponiamo, per fissare le idee, che v sia strettamente
decrescente. Detta ¢ una primitiva di f, intanto si ha:

[ f(v (@) (t)dt, se = é strettamente crescente

[ f(v @)y (t)dt, se = é strettamente decrescente

b
[t@de=o) - ¢ ). (4.8.)
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D’altra parte, posto
avendosi:

allora
Y (t) & una primitiva di f (v (t)) -+ (¢)

e quindi:

/f(ff)drc:—/f(v(t))-7’(t)dt=/f(v(t))-v’(t)dt
d

Esempio 28 Calcolare:

1
/\/13@2
1

0

Osservato che la funzione
v(t) =sint  Vte [0, g]

¢ strettamente crescente ed ha per codominio [0, 1], si ha:

1 \/72 / w/2 )
1-— 1 — t
/ T / sin? cos bl — / cos' g —
1+ 1+sint 1+ sint
0 0 0
m/2 /2 /2 /2
1 —sin?t ) .
= | ————dt= [ (1—=sint)dt= [ dt— | sintdt =
1+sint
0 0 0 0

w/2

:g—[cost} —§+1
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4.9 Funzioni integrabili.

Sia f una funzione reale e continua in un intervallo qualsiasi (a,b) C R.
Si dice che f € integrabile in (a,b) se accade che una sua primitiva ¢ (e
quindi ogni altra sua primitiva) converge nei punti a e b. In tal caso si pone,

per definizione:
b

/f (z)dx = glﬁiirigo (x) — lim ¢ () (4.9.1)

r—a
a

Esempio 29 La funzione

1
f(l"):H_—xQ,

continua in R, ¢ integrabile in R in quanto ¢ (x) = arctanz, che ¢ una sua
primitiva, converge nei punti +oo, e si ha:
+o00o
1
——dr=m
1+z

—0oQ
Esempio 30 La funzione
1
f (ZC) - ;7

continua in ]0, 1], non ¢ integrabile in (0, 1) in quanto ¢ (x) = log|z|, che &
una sua primitiva, diverge negativamente nel punto zero.

Osservazione 38 Ogni funzione reale f continua in un intervallo compatto
[a,b] & integrabile in (a,b) giacché le sue primitive sono continue nei punti
a e b. Inoltre stante la formula fondamentale del calcolo dell’integrale la
definizione (4.9.1) coincide con quella data nel paragrafo precedente.

Osservazione 39 Se f ¢ una funzione reale continua nell’intervallo [a, b[
con b < 400, poiché una primitiva di f ¢ la funzione

xe[a,b[ﬁ/f(t)dt

quest’ultima ¢ integrabile in (a,b) se e solo se esiste ed é finito il

x
lim / f(t)dt
z—b
a
si scrive quindi:
b x

/f (x)dz =1lim [ f(t)dt

r—b
a a
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Osservazione 40 Se f ¢é una funzione reale continua in Ja, b] con —oo < a,
poiché la funzione

2 €1a, b —>/f(t)dt
b

¢ una primitiva di f , quest’ultima ¢ integrabile in (a,b) se e solo se esiste
ed é finito il

xT

lim [ f(¢)dt

r—a

b
e si ha:

b x b
a/f@)dff:—;Eb/fwt:ia%x/f(t)dt

Osservazione 41 Se f ¢ una funzione reale continua in |a,b] con —co <
a < b < +oo, fissato ¢ € |a, b| e visto che la funzione

x € |a, b —>/f(t)dt

¢ una primitiva di f, quest’ultima & integrabile in (a, b) se e solo se esistono
e sono finiti i limiti:

lim [ f(t)dt , lin%/f (t) dt,
e si ha:
b T x
/f (x)dx = lin% f@)dt—1lm | f(t)dt =

[

— lim f(t)dt+alsiiré/f(t)dt

r—a
T

Di facile dimostrazione sono i teoremi seguenti.

Teorema 4.17 (Proprieta di linearita) Se fi,..., f, sono funzioni reali
continue ed integrabili nell’intervallo (a,b), qualunque siano le costanti reali
k1,...,kn, anche la funzione ky fi,. .., knfn € integrabile in (a,b) e si ha:

b b

b
/[klfl(;c)—|—...+knfn(x)]d:1c—kl/fl(w)daf—i—...—i—kn/fn(aﬁ)daﬁ

a a

Dimostrazione — Omessa. O
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Teorema 4.18 (Regola d’integrazione per parti) Siano f e g funzioni
reali di classe C' nell’intervallo (a,b). Se f - g converge nei punti a e b e se
f'+ g é integrabile in (a,b), allora f - g é integrabile in (a,b) e si ha:

b b
[ @)g @)de=tin £ (@) (@) - Y f ) g &) — [ /() (o) o
Dimostrazione — Omessa. O
Esempio 31
“+00 “+00 —+00
/ ze Fdr = — / xD [6_"”] dr = — lim ze ™ — lim ze ™ — / e Tdx
T——+00 z—0

0 0 0

“+o00

= / e Ydx = [—e*"”]goo =1
0

Aggiungiamo, omettendone la dimostrazione, il

Teorema 4.19 (Regola d’integrazione per sostituzione) Sia f () una
funzione reale continua nell’intervallo (a,b). Se «y (t) é una funzione reale di
classe C'* nell’intervallo ]c, d|, ivi strettamente monotona ed avente per codo-
minio ]a,b[, allora f (z) é integrabile in (a,b) se e solo se f (v (t)) -~ (t) é
integrabile in (c,d) e si ha:

b
/f(x)d:z:

Introduciamo ora il teorema seguente, che caratterizza le funzioni integra-
bili non negative o non positive, e fornisce I'interpretazione geometrica del
relativo integrale:

d
[F(v(@)Y (t) se ~ e strettamente crescente.

C
JF(v(@)y (t) se ~ e strettamente decrescente.
d

Teorema 4.20 Se f é una funzione reale continua e non negativa [non posi-
tival nell’intervallo non compatto (a,b), allora il rettangoloide R (f) relativo
ad f e di base (a,b) é misurabile, ed ha misura finita, se e solo se f é
integrabile in (a,b). In questo caso si ha:
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Per l'interpretazione geometrica dell’integrale di una funzione f che assume
sia valori positivi che valori negativi, é necessario decomporre f nella somma
della parte non negativa f* e della parte non positiva f~:

f=fr+f
e considerare i rettangoloidi R* ed R~ relativi ad f™ ed f.

Teorema 4.21 (Criterio di integrabilita) Siano f e g funzioni reali con-
tinue in un intervallo [a,b], con b < 400 [|a,b] con a > —oo]. Se le primitive
di f sono imitate e se g ¢ monotona ed infinitesima in b [a], allora il prodotto
f - g é integrabile in (a,b).

Dimostrazione — Omessa. O

Esempio 32 Le funzionisinx e % sono continue in |7, +00|[. Poiché le prim-

itive di sin  sono limitate ed % & strettamente decrescente ed infinitesima in
400, in base al criterio d’integrabilita

sin x

T

risulta integrabile in |7, +00]

4.10 Funzioni sommabili

Definizione 46 Sia f una funzione reale continua nell’intervallo non com-
patto (a,b). Si dice che f é sommabile (o assolutamente integrabile) in
(a,b), se |f| é integrabile in (a,b), i.e. se il suo modulo é integrabile in (a,b).

Osservazione 42 Osserviamo che esistono funzioni continue in un interval-
lo non compatto, ivi integrabili e non sommabili. In altri termini la somma-
bilita e una proprieta pit forte dell’integrabilita.

Consideriamo, ad esempio, la funzione dell’esempio 32 di pagina 141. Tale
funzione ¢, come abbiamo visto, integrabile in [r, +00[. Verifichiamo che f
non é sommabile in |7, 400, cioé che:

sint

lim dt = +oc. (4.10.1)

A tale scopo, rilevato che il limite in questione esiste giacché la funzione:

sint

— | dt
t

&r:xe[ﬂ,+oo[—>/
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¢ crescente, consideriamo la successione [, +o00[, {mn}, la quale diverge pos-
itivamente.
Da un lato si ha:

LI t n—1 (i+1)m int
vneN,F(m):/ SITH dt=>" / SITH dt =
T =1
. (i+1)ﬂ"Sll’1t| g (D sin
= / dt > / t

pa i = J D
X T

n—1 (+1)m

d’altra parte, effettuando la sostituzione:

t=em+4+T
risulta:
(Z+1)7‘(‘ e T
/ ]sint\dt:/\sin(iﬂ+7)\d7:/!cosm-sinT\dT:
i 0 0
:/‘(—1)isin7‘d7':/sin7'd7':
0 0
= [—cos]j =2
Pertanto
— 2 2 /1 1 1
WneN,F(mn) >y —2 =2 (L Ly Ly,
n e N,F(mn) z::(i+l)7r 7T<2+3+ +n>
Da cui
lim F(mn) = +o0
n—-+4o0o
in quanto:
. 2 1 1 1
lm —|(1+=4+=-4+...+— | —1| =400
n—+oco T 2 3 n

Ne segue la (4.10.1) in virta dell’'uguaglianza:

X
dt = lim /
Tr——+00

™

sint

t

vy
sint

lim dt
n—-4o00
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Osservazione 43 Se f ¢ una funzione che non cambia segno in (a,b) , par-
lare di sommabilita di f in (a,b) o d’integrabilita di f in (a, b) ¢ la stessa cosa.

— Se f @ una funzione reale continua e non negativa, essendo |f| = f, si
ha:

(f integrabile in (a,b)) < (f sommabile in (a,b)) (4.10.2)

— Se f & una funzione reale continua e non positiva in (a,b), allora vale
ancora la proprieta (4.10.2) in quanto:

[fl=—f

Detta ¢ una primitiva di f, —¢ € una primitiva di |f| e la convergenza
di ¢ nei punti (a, b) equivale alla convergenza di —¢p in detti punti.

Osservazione 44 Se f & una funzione reale continua in un intervallo com-
patto [a, b], allora essa ¢ sommabile in (a,b). Infatti il suo modulo, essendo
continuo in [a, b], risulta integrabile.

Il teorema seguente fornisce un criterio di assoluta integrabilita, che diremo
criterio del confronto:

Teorema 4.22 (Criterio del confronto.) Siano f e g funzioni reali con-
tinue in (a,b) con
flx)<g(x)  Vaoe(ab)

Se g é sommabile in (a,b) tale é anche f.

Dimostrazione — Supponiamo, per fissare le idee, che f e g siano continue
in [a,b[ con b < +o00. Consideriamo le funzioni integrali:

rJ"(:c):/]f(t)|alt Vz € [a,b],

T

G(x)= /g(t) dt Va € [a,b[

a

le quali, essendo crescenti, sono entrambe regolari (dotate di limite) per
t — b. Avendosi:

F(x) <G(x) Vz € [a,b]

dev’essere:

lim ¥ (z) < lim § ()

r—b z—b
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ie.
€T x
lim/|f(t)|dt < lim/g(t)dt
x—b xz—b
a a
da cui:
€T
lin})/|f(t)|dt < 400
xr—
a
in quanto per ipotesi g ¢ integrabile in (a, b). O

Teorema 4.23 Una funzione reale f, continua in un intervallo (a,b) ed
assumente ivi sia valori positivi sia valori negativi, é misurabile in (a,b) se e
solo se lo sono fT e f~.

Dimostrazione — Rilevato che:

[f @) =f" (@)= f @)=f @)+ (-f () Vre(abd) (410.3)

si ha Vo € (a,b):
) < |f(@)

(@) < |f(2)]

Pertanto se f ¢ sommabile in (a,b), in base al criterio del confronto f+ e
—f~ sono sommabili in (a, b).

Viceversa se fT e f~ (e quindi anche —f~) sono sommabili in (a,b) sussis-
tendo la (4.10.3), in base alla proprieta di linearita (cfr. teorema n. 4.17
di pag. 139) |f] ¢ integrabile in (a,b). O

Teorema 4.24 Sia f una funzione reale continua nell’intervallo (a,b) ed
assumente ivi sia valori positivi sia valori negativi. Se f é sommabile in
(a,b), allora essa é integrabile in (a,b) e si ha

[ # @ = (R (7)) 2 (R (7))

dove R (f*) e R(f™) sono i rettangoloidi di base (a,b) relativia f* ea f~.

Dimostrazione — La sommabilita di f in (a,b) comporta, a norma del
teorema 4.23, lintegrabilita in (a,b) di f* e f~. Di conseguenza stante
I'uguaglianza

f=r+rf,
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in virtu del teorema 4.17 f & integrabile in (a,b) e si ha:

b b b

/f(m)dx—/f+(x)da;+/f(x)dx

i.e.:
b
[ @ de = @ (5 @)~ 2 (R(F (@)
O
Teorema 4.25 Siano f1,..., f, funzioni continue in (a, b) ed ivi sommabili.
Qualunque siano le costanti reali ki, ...,k, la funzione k1f1 + ..., knfn €

sommabile in (a,b)
Dimostrazione — Basta osservare che:
Va € (a,b) kifi (@) + .o+ knfo (@) < [Ra| | fr (@) + ..+ [Ka| [ fr (2)]

g

Teorema 4.26 Sia f una funzione reale continua in (a,b). Se per un c¢ €
la,b] f é sommabile in (a,b) e in (c,b), allora essa é sommabile in (a,b) e si

ha:
b c b
[t@de= @ [
Dimostrazione — Omessa. O

Teorema 4.27 (Proprieta del modulo) Sia f una funzione reale contin-
ua in (a,b). Se f é sommabile in (a,b), allora:

/bf(fv)dfﬂ </b|f(l‘)|dfﬂ

Dimostrazione — Omessa. O
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4.11 Integrale improprio

Sia f una funzione reale continua in (a,b). Supponiamo che f assume in
(a,b) sia valori positivi sia valori negativi.

Definizione 47 Si dice che f é semplicemente integrabile in (a,b) se
essa ¢ integrabile in (a,b) ma non é ivi sommabile.

Ammettiamo che f sia semplicemente integrabile in (a, b). In tale situazione
la funzione f* e f~ non sono integrabili in (a,b), infatti se ad esempio f+
fosse integrabile in (a,b), stante I'uguaglianza

fr=r-r

anche f~ verrebbe ad essere integrabile in (a, b) e di conseguenza valendo il
teorema 4.23 f sarebbe sommabile in (a,b).

La non integrabilita in (a,b) di f* e f~ comporta, a norma del teorema 4.20),
che i rettangoloidi R (fT) e R (f~) abbiano misura infinita. In tal modo viene
meno il significato geometrico dell’integrale espresso dall’'uguaglianza

[ # @y = (R (7)) =2 (R (7))

Per tale ragione l'integrale definito di una funzione continua e semplice-
mente integrabile in (a, b) dicesi improprio, mentre la funzione stessa dicesi
integrabile in senso improprio in (a,b).

4.12 Criteri di sommabilita

4.12.1 Funzioni reali continue in un intervallo limitato.

Incominciamo col

Teorema 4.28 Sia f una funzione reale continua nell’intervallo (a,b) con
b < +o00. Se f converge in b, allora essa é sommabile in (a,b).

Dimostrazione — Posto
lim f(x) =1

r—b

consideriamo il prolungamento continuo di f su b:

B f(x), se z<b

f:x€la,b] —
[, se r=2»b
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Poiché per il teorema di Weierstrass f ¢ limitata in [a, b], esiste M > 0 tale
che: B
Vz € [a, b] }f(x)|<M

Sicche Vz € [a, b] ‘f(:v)‘ < M. Da cui segue 'asserto a norma del criterio
del confronto. O

Allo stesso modo si dimostra il teorema seguente.

Teorema 4.29 Sia f una funzione reale continua in |a,b] con —oco < a. Se
f converge in a, allora essa é sommabile in (a,b).

Teorema 4.30 Qualunque sia o > 0, nell’intervallo compatto [a, b la fun-

zione:
1

(b—a)*
é sommabile se o < 1, non é sommabile se o > 1.
Se a < 1, risulta:

(4.12.1)

b

—a -«
/ G il‘i)a _ : _)a (4.12.2)

a

Dimostrazione — Osservato che:
[—log(b—1t)]7 se a=1
dt
Vo € [a,b] /W — .
p (b-1) [—4(17__2“ ] se a1
si ha:

x
o it _
e pera=1 ylclir%){ TenT = 10

X
: it _
e per a > 1 iﬂ{ TonT = T°

X
: dt (b—t)~ >+
e per lim & =
p x—>b‘! (b—1) —a+1

Allo stesso modo si stabilisce il

Teorema 4.31 Siano: ]a,b], a > 0. La funzione
(x) = #Vaz € la,b]
g - (.’13 o a)a ’

¢ sommabile in ]a,b] se a < 1. Non é sommabile in ]a,b] se a > 1.
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Teorema 4.32 Sia f una funzione reale continua nell'intervallo [a,b[. Se
per un « € |0, 1] risulta:

linr%7 |(b—x)" f(x)] =1 con 0 <1< 400 (4.12.3)
allora f é sommabile in [a,b|.
Se

lin}7 (b—2)" f(x)] =1 con 0 << 400 (4.12.4)

allora f non é sommabile in [a, b].

Dimostrazione — Proviamo la prima affermazione.
L’ipotesi (4.12.3) garantisce I'esistenza di un 6 > 0 e di un ¢ € ]a, b in modo
che:

Ve ele b  |(b—2)*f(z)] <0

ossia:

_0
(b—2)"

D’altra parte, avendo ammesso che a ¢ un numero positivo minore di 1, il
teorema 4.30 ci dice che 1/(b— x)® & sommabile su [a, b[. Ne segue l'asserto
a norma del criterio del confronto.

Proviamo ora la seconda affermazione.

L’ipotesi (4.12.4) comporta l'esistenza di un § > 0 e di ¢ € ]a,b[ in modo
che:

Vo € [c,b] If ()] <

Va € [c,b] |(b—2x) f(x)] >0
ie. )

YV € e, b] 5.(b—x)

<I|f (@)

D’altra parte la funzione 1/(b — ) non é sommabile in [a, b[. Ne segue 1’asser-
to in virtu del criterio del confronto.
Proviamo ora la seconda affermazione.

O

4.12.2 Funzioni reali continue in un insieme non limitato

Teorema 4.33 f & una funzione reale costante nell’intervallo [a,+oo. f é
integrabile in [a, +00o[ se e solo se é identicamente nulla.

Dimostrazione — Infatti, posto

k= f(x) Vz € [a,4+o00]
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ed osservato che:
Vz € [a, +00] /k:dt:k:(x—a),

a

si ha:
z 400 se k>0
lim kdt = 0 se k=0
xr——+00
p —o00 se k<0

Teorema 4.34 Sia f una funzione reale continua in [a,+o0o[. Condizione
necessaria affinché f sia sommabile in [a,+oc[ é che si abbia:

lim/ =0.
Jim [f (2)] =0
Dimostrazione — Posto

lim | fx)]=1(0<1<+00)

T—+00

ragionando per assurdo ammettiamo che sia [ # 0.
Se | = 400, sicché:
lim' |f (z)] = +o0

T——+00

esiste un ¢ € ]a, +o00[ in modo che:
Vz € [c, +00] 1<|f(z)].

Pertanto, tenendo presente il teorema teo:foto11.8 ed il criterio del confronto,
f non & sommabile in [a, +oo[, ma cid & contro l'ipotesi.

Se 0 < [ < 400, la prima proprieta caratteristica del minimo limite assicura
esistenza di un ¢ € [a, +00[ tale che:

l

Vz € e, 4+00] 3

< |f ()]

da cui si deduce che f non ¢ sommabile in [a, +00[ il che ¢ contro I'ipotesi. [

Teorema 4.35 Siano: [a,+oo[ con a > 0, a > 0. La funzione

1
g(x) = " Va € [a,+0]

é sommabile in [a, +00[ se & > 1, non ¢ sommabile in [a, 400 se a < 1.
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Dimostrazione — Infatti, osservando che:

E logt]l, se a=1
Vz € [a, +00] t—adt = a1]E
p [704“}& se a#l

si ha:

x
— ; 1
per a=1 xll)r_{looaf $dt = +o00

xX
. 1
per a<1 whr+n af;dt——i—oo

x
per a>1 lim [1dt= “tf

(0%
—
r——400

Allo stesso modo si dimostra il

Teorema 4.36 Siano |—o0,al, a > 0, a > 0. La funzione

g(x):—xia Vz € |—00, al

é sommabile in |—o00, a] se & > 1. Non ¢ sommabile in |—00,a| se a < 1.

Teorema 4.37 Sia f una funzione reale continua nell’intervallo [a,+o0|
(a > 0) ed infinitesima in +oc. Se f é un infinitesimo di ordine maggiore o
pari ad o (o > 1), allora essa é sommabile in (a,+00).

Se f ¢é un infinitesimo di ordine minore o uguale a 1 allora essa non é
sommabile in (a, +00).

Dimostrazione — Circa la prima affermazione, poiché per ipotesi:
. x
lim |f(1)’:l con 0 <l < 4+
RN v

esistono M > 0 e ¢ > a tale che:

Va € [¢, +00]

ie.
1
Yz € [¢, +oo] f ()] < MW

La relazione precedente, stante il criterio del confronto ed il teorema 4.35
assicura che f ¢ sommabile in (¢, +00) e quindi anche in (a,+00). Per
quanto concerne la seconda affermazione, visto che per ipotesi:
x
@

1
|z

n0<l<+0

Tr—-+00
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esistono M > 0 e ¢ > a tali che

1

Vz € [¢, +00] |f(:n)|>Mm
tenendo presente il criterio del confronto ed il teorema 4.35 si ha che f non
¢ sommabile in [¢, +00[ e neppure in [a, +00]. O

Allo stesso modo si dimostra il

Teorema 4.38 Sia f una funzione reale continua nell’intervallo |—oo, —al]
(a > 0) ed infinitesima in —oo. Se f é un infinitesimo di ordine maggiore o
uguale ad o con o > 1, allora essa é sommabile in (—oo, —a).

Se f ¢é un infinitesimo di ordine maggiore o uguale ad 1, allora essa é
sommabile in (—oo, —a).

4.13 Integrale di una funzione generalmente con-
tinua in un intervallo.

Premettiamo le definizioni seguenti:

Definizione 48 Una funzione si dice generalmente continua nell’inter-
vallo limitato (a,b), se I'insieme dei punti di (a, b), che sono di discontinuita
per f é vuoto o finito.

Definizione 49 Una funzione reale f si dice generalmente continua nel-
Pintervallo illimitato X se essa é generalmente continua in ogni intervallo
limitato incluso in X.

Sia f una funzione reale generalmente continua in un intervallo (a, b) limitato
o non.

Supponiamo che f presenti in (a, b) un numero finito di punti di discontinuita.
In questo caso 'intervallo (a, b) privato delle discontinuita che f presentava in
esso, si pud sempre decomporre in un numero finito d’intervalli Iy, I, ..., I,
del tipo [a, B[ oppure ]a, 5] in ciascuno dei quali f ¢ continua.

Si dice che f ¢ integrabile in (a,b) quando f ¢ integrabile in ciascuno degli
intervalli Iy, I, ..., I, e si pone, in tal caso, per definizione:

Notiamo ora che se f & una funzione generalmente continua e con un nu-
mero infinito di discontinuita in un intervallo (a,b), l'intervallo (a,b) deve
necessariamente essere illimitato, i.e. deve necessariamente essere o del tipo
(a,4+o0[ con a € R, o del tipo |—00,b) con b € R, o del tipo |—oo, +o0|.
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Definizione 50 Sia f una funzione generalmente continua con un numero
infinito di discontinuita in un intervallo del tipo (a,+oco[ con a € R. Si
dice che f é integrabile in (a,+oo[ quando si verificano le due proprieta
seguenti:

1. Yx > a f ¢ integrabile in (a,z);
T
2. esiste finito il lim [ f(¢)dt
T—+400 a

In modo analogo si definisce 'integrabilita e 'integrale per una funzione f
generalmente continua con un numero infinito di discontinuitd in un inter-
vallo dle tipo |—o00,b) con b € R.

Definizione 51 Se f é una funzione generalmente continua con un numero
infinito di discontinuita nell’intervallo |—oo, +o0l, si dice che f é integrabile
in |—o0, +00[ quando, detto xy un punto di |—oo, +oo[ finito a piacere, f é
integrabile in |—00, zg] e in [z + o0.

In tal caso si pone per definizione:

l/pf(x)dm:: jf‘f(x)dx—%‘/Pf(x)dx

Si tenga presente quanto segue:

Teorema 4.39 Se f é una funzione reale generalmente continua ed integra-
bile in un intervallo (a,b), detta k una costante reale, anche k- f é integrabile
in (a,b) e si ha:

b b

/kf(ar)dx—k/f(x)d:c

Teorema 4.40 Se f e g sono funzioni reali generalmente continue ed inte-
grabili in un intervallo (a,b), anche f + g é integrabile in (a,b) e si ha:

b b

/(f(af)+g(x))dw=/bf(w)dw+/g(w)dw

a a

Teorema 4.41 Se f é una funzione reale generalmente continua in un inter-
vallo (a,b) ed integrabile in ogni intervallo limitato incluso in (a, b), qualunque
siano i punto x1, e, xs di (a,b), si ha:

7ﬂ@@:7ﬂ@m+7ﬂ@m
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Teorema 4.42 Se f é una funzione reale generalmente continua ed integra-
bile in un intervallo (a,b) qualsiasi, qualunque sia ¢ € la,b|, é integrabile
negli (a,c) e (¢,b) e si ha:

/bf(x)dx:/cf(x)dx—l—/bf(x)dx

Teorema 4.43 Se f é una funzione reale generalmente continua non nega-
tiva [non positival in un intervallo (a,b) allora il rettangoloide R (f) relativo
ad f e di base (a,b) ha misura finita se e solo se f é integrabile in (a,b) e
risulta:

b b
s (R (f)) = / f@de  [e@®(f) = - / f () da]

Teorema 4.44 Sia f (v) una funzione reale generalmente continua nell’in-
tervallo (a,b). Sey (t) é una funzione reale di classe C! in |, d[, strettamente
monotona ed avente per codominio |a,b[, allora f (z) é integrabile in (a,b)
se e solo se f (v (t)) -+ (t) ¢ integrabile in (c,d) e si ha:

b d
/f (x)dx = /f (v (@)~ (t)dt se 7y é strettamente crescente

b c
/f (x)dx = /f (v (@)~ (t)dt se 7y é strettamente decrescente
a d

Osservazione 45 Sia f una funzione reale generalmente continua nell’in-
tervallo (—0d,d) con 0 < § < +oo0, integrabile in (—d, J).

e Se f & pari allora:

§ )
f(x)de=2 [ f(x)dx
Jreme=z]
e Se f é dispari allora:
§
/f (x)dz =0
=5

Infatti da un lato:
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d’altra parte effettuando la sostituzione x = —t, si ha:

/f(x)dx:/Of(—t)<—1)dt:/5f(—t)dt=jf(—x)dx
) 0 0

-4

) )
/f(w)dmz/[f(—w)Jrf(:r)]dx
-0 0

da cul Dasserto.

Osservazione 46 Sia f una funzione reale generalmente continua e T pe-
riodica in R. Se f ¢ integrabile in ogni intervallo limitato, allora

a+T T

/f(x)da?—/f(x)dx Ya € R
a 0

Invero, da un lato:

a+T 0 T a+T
/f(x)da::/f(as)dx—i—/f(x)d:z:—i— / f(z)dz
a a 0 T

d’altra parte effettuando la sostituzione z =+t + T é:

a+T a

/f(ﬁU)dUC:/f(lH—T)dt:/af(t)dt:/af(x)dx.
T 0 0

0

Dunque:
a+T T
f@)de = [ f(z)dx
[ 1]

4.14 Sommabilita per le funzioni generalmente con-
tinue in un intervallo.

Definizione 52 Sia f (x) una funzione generalmente continua in un inter-
vallo (a,b). Si dice che f é sommabile in (a,b) o anche che f ¢é assoluta-
mente integrabile in (a,b) quando la funzione valore assoluto di f, i.e. la
funzione | f|, é integrabile in (a,b).

In tal caso si dice anche che f ha integrale assolutamente convergente in

(a,b).
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Definizione 53 Si dice che f ¢ semplicemente integrabile in (a,b) op-

pure che f ha integrale semplicemente convergente in (a,b) quando

f é integrabile in (a,b), ma non é sommabile in (a,b), i.e. quando ha senso
b

b
I'integrale [ f(x)dz, ma non ha senso I'integrale [ |f (z)|du.
b

In tal caso I'integrale [ f (x)dx si dice integrale improprio.
a

Osservazione 47 Ovviamente se f € una funzione che non cambia segno in
(a,b), parlare di sommabilita di f in (a,b) o d'integrabilita di f in (a,b) ¢ la
stessa cosa.

Teorema 4.45 (relazione tra sommabilita e integrabilita.) Per ogni fun-
zione f generalmente continua in un intervallo (a,b) si ha che:

f é sommabile in (a,b) f é integrabile in (a,b)

=
#
In altri termini la sommabilita é una proprieta piu forte dell’integrabilita.

Teorema 4.46 (Significato geometrico della sommabilita.) Per ogni fun-
zione f generalmente continua in un intervallo (a,b), indicati con R, R (| f]),
RT, R~ i rettangoloidi di base (a,b) relativi a f, |f|, f* e f~ si ha che:

(f & sommabile in (a, b)) <= ( II rettangoloide R (| f|) ha area finita >

e quindi anche RT e R~ hanno aree finite

In tal caso risulta inoltre:

b w2 (R) se f(x) =20 Vz e (a,b)
/f (x)dz =< —p2 (R) se f(z) <0 Vze(a,b)
s p2 (RT) — p2 (R™)  in generale

Si ha, ancora:
b
[ 17 @) do = pa (RS = 2 (R) + pz ()

Teorema 4.47 (Significato geometrico della semplice integrabilita)
Per ogni funzione f generalmente continua nell’intervallo (a,b) si ha che:

f ¢ semplicemente integrabile 1) f é integrabile in (a,b)
in (a,b) 2) Rt e R~ hanno area infinita
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Osservazione 48 Dal teorema precedente segue che, se f ¢ una funzione
b

semplicemente integrabile in un intervallo (a,b), | f (z) dz ha senso, ma non

a

puo intendersi geometricamente come la differenza p (R*) —u (R™), dato che
questa differenza ¢ la forma indeterminata (+00) — (+00) e quindi non ha
Senso.

Questo & uno dei motivi per cui 'integrale di una funzione semplicemente
integrabile si chiamano un integrale improprio. E’ utile tener presente
che molti autori chiamano integrali impropri tutti gli integrali che non sono
integrali di funzioni continue in un intervallo compatto.

Dal teorema sul significato geometrico della sommabilita si deduce il seguente:

Corollario 1 Sia f (z) una funzione generalmente continua in un intervallo
(a,b). Vale la seguente implicazione:

1) (a,b) é limitato
2) f ¢ limitata in (a,b)

) = f & sommabile in (a,b)

In particolare una funzione che sia generalmente continua in un intervallo
compatto [a, b] e ammetta in [a, b] solo discontinuita eliminabili o di 1* specie,
risulta sommabile in [a, b]. In particolare ancora, tenendo presente il teorema
di Weierstrass, si ha che una funzione continua in un intervallo compatto [a, b]
risulta sommabile in [a, b].

Dimostrazione — Basta osservare che nelle ipotesi fatte il rettangoloide
R (|f]) ¢é limitato e quindi ha area finita. O

4.14.1 Proprieta dell’integrale di una funzione generalmente
continua in un intervallo.

Dalle definizioni date e dalle proposizioni gia viste si possono dedurre le
seguenti proposizioni:

1. L’integrale di una funzione f continua in un intervallo compatto [a, b]

ha sempre significato; ¢ un numero finito; e s’interpreta geometrica-
mente come la differenza p (RT) — p (R7).
L’integrale di una funzione f generalmente continua in un intervallo
(a,b) di tipo qualsiasi non sempre ha significato; se ha significato & un
numero finito; tale numero finito s’interpreta geometricamente come la
differenza pu (RT) — pu (R7) solo nel caso che la funzione ¢ sommabile
in (a,b) .

2. L’integrabilita e il valore dell’integrale di una funzione f generalmente
continua in un intervallo (a,b) si conservano se si modificano i valori
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di f in un numero finito di punti di (a, b).
In altri termini 'integrabilita e il valore dell’integrale di una funzione f
generalmente continua in un intervallo (a,b) non dipendono dai valori
di f in un numero finito di punti di (a, b).

4.14.2 Integrale definito di una funzione generalmente con-
tinua.

Osservazione 49 Ricordiamo che, se f ¢ una funzione generalmente con-
tinua e integrabile in un intervallo (a,b), I'integrale di f esteso a (a,b) puo
denotarsi, oltre che col simbolo

anche col simbolo

Sia f una funzione generalmente continua e integrabile in un intervallo
X e siano a e b due punti qualsiasi dell'insieme X U {inf X, sup X'}. Si noti
che a pud essere pin grande di b e che, se risulta X = |—o00,+o0[, a e b
possono anche essere —oco e +00.

Definizione 54 Si chiama integrale definito di f da a a b e si denota

col simbolo ,

/f(:c)dx

il numero cosi definito:

(a,b)
/f (x)dx = 0 se a=
p — [ f(z)dz se a>b
(a,b)

I due numeri a e b si chiamano rispettivamente limite inferiore e limite
b

superiore dell’integrale definito [ f (x)dzx.
a

Osservazione 50 Dalla definizione data segue che

b
Va,b € X U {inf X,sup X'} risulta /f(m)d:c:—/f(x)dac
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Teorema 4.48 (Proprieta additiva) Sia f generalmente continua e inte-
grabile, in un intervallo X. Allora Va,b,c € X U {inf X, sup X} risulta:

/bf(:v)d:c:/cf(:c)dx—l—/bf(x)dx

Teorema 4.49 (Proprieta distributiva) Siano f; e fa due funzioni gen-
eralmente continue e integrabili in un intervallo X. Allora Ya,b €
X U{inf X,sup X} e Vcy, ¢ € R risulta:

b

/(clf1+czf2)dx:cl/bflda:+/bf2dx

a

Teorema 4.50 (Proprieta del modulo) Sia f una funzione generalmente
continua e sommabile in un intervallo X. AlloraVa,b € XU{inf X, sup X'}
risulta:

b b
[twas <| [ 17 @lds

Osservazione 51 Si noti che se ¢ a < b il valore assoluto esterno al 2°
membro é superfluo.

4.14.3 Criteri di sommabilita.

Nelle applicazioni si presenta spesso il problema di stabilire la sommabilita
in un intervallo (a,b) per una funzione che ¢ continua in tale intervallo; pit
raramente si presenta anche il problema di stabilire la sommabilitd in un
intervallo (a,b) per una funzione che ha un numero finito di discontinuita
in (a,b). Per fare cio bastera stabilire dei criteri di sommabilita (i.e. delle
condizioni sufficienti di sommabilita e non sommabilita) per una funzione
f continua in un intervallo del tipo [a, b] limitato o non. Infatti il caso di
una funzione continua in un intervallo del tipo ]a, b] ¢ analogo al precedente;
il caso di una funzione continua in un intervallo (a,b) di tipo qualsiasi e
il caso di una funzione generalmente continua e con un numero finito di
discontinuita in un intervallo (a,b) si riconducono mediante le definizioni al
caso di una funzione continua in un intervallo del tipo [a, [ o ]a, b].

Teorema 4.51 (di sommabilita per confronto.) Siano f e g due fun-
zioni continue in un intervallo del tipo [a,b[. Sussistono allora le seguenti
implicazioni:

( IfI <lg| in [a,b] eg e > N ( anche f é sommabile >

sommabile in [a,b] in [a,b]
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( IfI <lg| in [a,b] e f e ) N ( anche g non ésommabile)

non sommabile in [a, ] in [a,b]

(In altri termini una funzione il cui valore assoluto é maggiorato dal valore
assoluto di una funzione sommabile é anch’essa sommabile. Una funzione il
cui valore assoluto maggiora il valore assoluto di una funzione non sommabile
¢ anch’essa non sommabile)

Dimostrazione — Basta osservare che nelle ipotesi fatte si ha:

R(f) € R(lgl)
e quindi
p2 (R(IFD) < p2 (R(lgl))
e basta ricordare 'interpretazione geometrica della sommabilita. O

Teorema 4.52 Sia f una funzione continua in un intervallo [a,b]. Vale la
seguente implicazione:

1) [a,b] ¢ limitato
2) f ¢ limitata in [a,b]

) = f ¢ sommabile in [a,b|

Dimostrazione — Basta osservare che nelle ipotesi fatte il rettangoloide
R (|f]) ¢é limitato e quindi ha area finita. O

Richiami sulle locuzioni ”non inferiore” e ”non superiore” che s’in-
troducono nel confronto tra due infinitesimi o infiniti.

Definizione 55 Consideriamo due funzioni

entrambe infinite o infinitesime in un punto xy d’accumulazione per X NY .
Supponiamo che

3k >0:|f(x) <klg(x)| intorno axg

Se f e g sono due infinitesimi in xg, si dice che f é un infinitesimo di ordine
non inferiore rispetto a g; se invece f e g sono due infiniti in xq si dice che
f € un infinito di ordine non superiore rispetto a f.

In particolare, se f e g sono due infiniti in zg e se g é 'infinito campione in
xo elevato ad un numero o € RT, si dice che f ¢ un infinito in x¢ di ordine
non superiore a «. Per ulteriori dettagli si rimanda all’appendice A a pag.
371.
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Tenendo presente che una funzione f risulta sommabile in un intervallo
se e solo se il rettangoloide R (| f]) ha area finita, si ricorda facilmente I’enun-
ciato del seguente teorema detto criterio di sommabilita in un interval-
lo limitato del tipo [a,b] o anche criterio di sommabilita mediante
Pordine d’infinito:

Teorema 4.53 Sia [a, b[ un intervallo limitato e sia f una funzione continua
in [a, b e infinita per x — b~
Valgono le seguenti implicazioni:

< 1)f ¢ infinita per x — b~ di ordine

. s .. = f é sommabile in [a,b[
non superiore” a un numero positivo o < 1

( 2)f ¢ infinita per x — b~ di ordine ) ( f non é né sommabile >

“non inferiore” a un numero positivo o > 1 né integrabile in [a,b]

Dimostrazione — Implicazione 1). Dall'ipotesi fatta si deduce che:

1

Ja€]0,1[eIk>0e [b—5,b : |f(z) <k TP

Vr € [b—6,b]
Si osserva che f ¢ certamente sommabile nell’intervallo compatto [a,b — 4]
perché é continua in tale intervallo compatto.

Dimostreremo, adesso, che la funzione

1

—_— 4.14.1

¢ sommabile nell'intervallo semiaperto [b —d,b]. Da cio per il criterio di
sommabilita per confronto seguira che f ¢ sommabile anche in [b—4,b] e
quindi f risulta sommabile in [a, b[.

Per dimostrare che la funzione (4.14.1) ¢ sommabile in [b — §, b[ osserviamo
che si ha:

1 1
I . _de— i _ _de=— i b—2)d(b—x) =
t—lgl/ |z — b|* S (b—x)” v b (b-2)"d(b-2)

i lu

t—b— —a+1

t . [(b o x)faJrl 51—04 ]

b—é

51—a 51—&
_<0_1—a> Cl-a

avendo tenuto presente che ¢ a < 1 e quindi 1 — « > 0. Poiché il limite
calcolato ¢ finito, effettivamente la funzione (4.14.1) ¢ sommabile in [b — 6, b].
Implicazione 2). Dall’ipotesi segue che:

1

F>03b-6b : |f(z)=k ER

Vo e[b— 4,0
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Si vede subito che la funzione

1
N 4.14.2
non ¢ sommabile in [b— 4, b[. Infatti si ha:
/ 1 / 1 / 1

li dr = li de = — 1i db—z) =
ti?—/|x—b| v=tm f T yde = m g d0-e)

b—5 b—5 b—4
=— lilgl log (b —2)]}_5=— lirll)a [log (b —t) — log d] = 400

t—b— t—b—

Quindi la funzione (4.14.2) effettivamente non é sommabile in [b — §, b[.Per il
criterio del confronto anche f (z) non ¢ sommabile in [b — §,b] e quindi non
¢ nemmeno sommabile in [a, b].

Si osservi che, essendo

1
|z — 0]

|f(z)] =k >0 VYreb-6b

f & priva di zeri in [b — §, b[, e quindi, essendo continua, f ¢ di segno costante
in [b — 0,b[. Pertanto f non & nemmeno integrabile in [b — §, b[ e quindi non
¢ nemmeno integrabile in [a, [ . O

Esempio 33 Consideriamo la funzione

fa) =2

g’j.

Questa funzione ¢ sommabile in [—1,0[?

20 - T
i 1Ux
i |Ux| -

1: it

f(x)
°

; |

-15 -1 -0.5 0 05 1 15

Figura 4.4: Diagrammi delle funzioni 1/z e |1/x| .
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Per il teorema precedente f () non & sommabile in [—1, 0] percheé ¢ infinita
di ordine 1 per x — 07. Pertanto l'integrale

1
0
non ha senso e indicando con R (|f]) il rettangoloide di |f| di base
[—1,0[ si ha che p2 (R(]f|)) = +oo. Poiché f ¢ di segno costante in [—1, 0],
f non & nemmeno integrabile in [—1, 0], come del resto ¢ asserito dallo stesso

teorema precedente.
Non ha senso, pertanto, I'integrale

/ 1
/—dx.
x

0

Per un teorema analogo al precedente f non é né sommabile, né integrabile
nemmeno in ]0,1]. Naturalmente f non ¢ né sommabile né integrabile nem-
meno in [—1,1] perche per definizione l'integrabilita di f in [—1, 1] equivale
all’integrabilita di f in [-1,0[ e in |0, 1].

1

dzx

8

Esempio 34 Consideriamo la funzione

Questa funzione ¢ sommabile in |0, 1]?
No, perché ¢ infinita del 2° ordine per x+ — 0T. Essa non ¢ nemmeno
integrabile in |0, 1] percheé é di segno costante. Quindi non ha senso l'integrale

Questa funzione ¢ sommabile in |0, 1]?
Si, perché infinita per x — 07 di ordine % < a < 1. Quindi essa é anche
integrabile in ]0, 1]. Dunque ha senso 'integrale:

11
—dx.
/\/:E$
0
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Calcoliamo tale integrale:

1

1

1 . 1 : 1
[ o= i [ o= i, vl -
0 t

— lim [2-2vi] =2

t—0t

Poiche f ¢ positiva in ]0, 1], il numero 2 rappresenta geometricamente 'area
del rettangoloide relativo a f di base |0, 1].

Esempio 36 Consideriamo la funzione

1 1
f(x>_xlog:z con $€:|0,§].

Questa funzione & sommabile in ]O, %] ?

20 T
‘ 1/(x 1og'x)

f(x)
o

Figura 4.5: Diagramma della f (z) = 1/ (zlogz).

Osserviamo che:

lim zlogx =0

z—0t
e che:

l—e< ord zlogex <1  Vee]0,1].
r—0t

Pertanto si ha:

lim f(z) = —o0

T—T0

1—e< ord
z—0+ x logx

<1l VYee]0,1].

Dunque la funzione considerata ¢ infinita in 0T di ordine minore di 1, ma
non & anche di ordine "non superiore” ad un « < 1. Essa quindi non verifica
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la condizione sufficiente di sommabilita, né la condizione sufficiente di non
sommabilita.

Per stabilire, quindi, se essa ¢ sommabile abbisogna ricorrere direttamente
alla definizione. Si ha:

1/2 1/2 1/2
dlogx

1 1
lim /7dx = — lim / dr = — lim =
t—0+ J |xlogz]| t—ot+ J xlogx t—0+ log =
t t t

1
= — lim [log[logz|}’* = — lim |log [log =| — log |log#|| =
Jim [log [log =[], Jim log |log 5| —log [log ]| = +o0
Quindi f non é sommabile in ]O, ] Poiché f & di segno costante in ]O, %]7 f
non ¢ nemmeno integrabile in |0, 5]. Quindi l'integrale di f (z) tra 0 e 1/2
non ha senso.

tenendo presente che una funzione f risulta sommabile in un intervallo se e
solo se R (| f]) ha area finita, si ricorda facilmente ’enunciato del seguente teo-
rema detto criterio di sommabilita in un intervallo illimitato del tipo
[0,4+00] o criterio di sommabilita mediante 1’ordine d’infinitesimo.

Teorema 4.54 Sia f (r) una funzione continua in un intervallo del tipo
[a, +00[ e infinitesima per x — +o0.
Valgono le seguenti implicazioni:

< 1) f é infinitesima per x — +00

. . . . = f é sommabile |a,+o0
di ordine "non inferiore” ad v > 1 ) f [a, +-o0

2) f ¢ infinitesima per x — 400 N f non é né sommabile
di ordine "non superiore” ad 1 né integrabile in [a, +00[

Dimostrazione — La dimostrazione é perfettamente analoga a quella del
teorema precedente. ]

4.15 Applicazioni

4.15.1 Richiami di teoria utili per studiare gli integrali delle
funzioni generalmente continue in un intervallo.

Sia f una funzione continua in un intervallo (a,b) oppure una funzione gen-
eralmente continua e con un numero finito di discontinuita in un intervallo
(a,b).

Dai criteri di sommabilita si deduce la seguente regola pratica per sta-

b
bilire se ha senso 'integrale [ f (z)dx.
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e Si riconduce mediante le definizioni (I'integrabilitd) I'integrabilita di f
in (a,b) all’integrabilita di f in un numero finito d’intervalli del tipo
[ar, B] 0 |, B], in ciascuno dei quali f ¢ continua.

Per fare cio basta decomporre 'intervallo (a, b) privato delle discon-
tinuita che f presenta in esso in un numero finito d’intervalli del tipo
[, B] 0 ]a, B] in ciascuno dei quali f & continua.

e Agli intervalli del tipo [a, ] 0 |av, ] che sono limitati si applica il crite-

rio di sommabilita mediante 'ordine d’infinito, tenendo perd presente
che, se f é limitata in un intervallo di tale tipo, f & certamente somma-
bile in esso (in questo caso non ha senso applicare il criterio dell’ordine
d’infinito).
Agli intervalli del tipo [a, ([ o ]a, 5] che sono illimitati si applica il
criterio di sommabilitd mediante ’ordine d’infinitesimo, tenendo pero
presente che, se al divergere di x, f tende a un limite [ # 0, certamente
f non ¢é né sommabile, né integrabile in tale intervallo (in questo caso
non ha senso applicare il criterio dell’ordine d’infinitesimo).

Esercizio — Stabilire se I'integrale

dx
1/ zy/logx
ha senso e in caso affermativo calcolarlo.
O La funzione integranda ¢ continua nell’intervallo |1, e] ed & infinita in 1 di
ordine 1/23. Quindi per il criterio di sommabilita mediante 'ordine d’infinito
essa & sommabile e quindi anche integrabile in |1, e].

Pertanto l'integrale considerato ha significato.
Si ha ora:

lim

dx
/x\/log:c t—>1+/a:\/logx'
t

(4.15.1)

Inoltre si ha:
dlogx

dx
= = 2
/ z+/log x Vlog x
Quindi per la (4.15.1) si ha:

logx + ¢

e

[ s = i [2vioea] = pim (2 2viog) =
1

3Si noti infatti che:

1 1
dl =1 d\/l =3 rd —— = =
ord logz e or ogx e ord Togz 2
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Poiche la funzione integranda ¢ positiva in |1,e|, il numero 2 rappresenta
l'area del rettangolodie R di base |1, e] relativo a 1/x+/log .

Si osservi che per calcolare 'integrale considerato, poiché la funzione in-
tegranda ¢ continua in |1,e], si puo anche utilizzare il teorema relativo al
calcolo dell'integrale di una funzione continua in un intervallo (a,b) e si ha:

[$]
dz ©
—— = |2+/l0o x} = lim 2+/log x — lim 2+/logx = 2
/Qj\/logl‘ [ & 1 r—e & r—1 &
1

Esercizio — Stabilire se I'integrale

+oo
dx

O/ (1+z) vz
ha senso e in caso affermativo calcolarlo.
0 La funzione integranda ¢ continua in ]0, +oo[. L’integrabilita di essa in
tale intervallo equivale per definizione all’integrabilita della funzione stessa
in ]0, o] e in [zg, +00[, essendo z¢ un punto di |0, +o0o| scelto a piacere.
Ora la funzione integranda ¢ sommabile in ]0, o] perché in 0 ¢ un’infinito
di ordine 1/2, ed é sommabile anche in [0, +oo[ perché per z — +o0 es-
sa ¢ un infinitesimo di ordine 1 + % = % Quindi la funzione integranda é
sommabile in |0, +oo[ e quindi & anche integrabile. Pertanto 'integrale con-
siderato ha senso. Per calcolare tale integrale si puo usare la definizione e
cioé 'eguaglianza:

+o0 o) +oo
/ dx - / dzx n / dzx B
1+z)ve ) (14z)z (1+2)vx

0 0 x0

- ; (4.15.2)
ot ) (T4xz)y/r  t—teo ) (14+xz)y/x
t xo
Si ha ora:

/ du —/ dt? —2/¢—2arctant+c—
1+2)vx ) 1+t t(1+12) B
= 2arctanv/z +
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e quindi per la (4.15.2) si ha:
+00

d
/ 7(1 n 5) 7 = 1tl_i)r(])rlJr [2 arctan \/5] fo + tlgrnoo [2 arctan \/5] io =
0

= hm+ (2 arctan /xg — 2 arctan \/E) + . liin (2 arctan v/t — 2 arctan \/x0> =
t—0 —+00

= 2arctan/xg —0+2- g —arctan/xg =7

4.16 Integrazione di una funzione vettoriale.

Sia f = (fi1,..., fm) una funzione vettoriale definita in X C R. Si chiama
primitiva di f ogni funzione vettoriale ¢ = ¢ (1, ..., pn) definita in X,
ivi derivabile e tale che:

¢ (z)=f(z) VrelX.
Poiche:
(¢ primitiva di f) < (Vi € {1,2,...,m} ; primitiva di f;)
si ha:

e Se ¢ € una primitiva di f, tutte e sole le primitive di f sono funzioni
vettoriali del tipo:
ptc

essendo ¢ = (cy,. .., Cy) un arbitrario vettore di R™.
e Se f & continua in X allora essa ¢ dotata di primitiva.

Sia f = (f1,..., fm) una funzione vettoriale continua nell’intervallo compat-
to [a,b] C R. Si pone per definizione:

b b b

/f(:]:)da;:/fl(x)da:,...,/fm(m)dx

a a a
b

/af(x)da::—/f(a:)dx
b

a

Evidentemente, se ¢ é una primitiva di f, risulta:
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Si dice che f ¢ sommabile (o assolutamente integrabile) in (a, b) se ogni
componente ¢ sommabile in (a,b). Evidentemente:

(f sommabile in (a,b)) = (f integrabile in (a,b))

Aggiungiamo che sussistendo la relazione:

m

|fi (z)] < |fj (2

]:1
stante il criterio del confronto si ha:
(f sommabile in (a,b)) = (|f| sommabile in (a,b))

Sia f = (f1,..., fm) una funzione vettoriale generalmente continua in un
intervallo (a, b).
— Se f & integrabile in (a, b), risulta:

b

cx/f(a:)dx:/[cxf(:c)]dx Ve=(c1,...,cm) € R™  (4.16.1)

in quanto:
ijf(x)dxicia/bfi(c)dxj[icifi(x)] =
:/b[cxﬂx)}dx

— Se f & sommabile in (a,b) , assumendo nella (4.16.1)

si ha:
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da cui:
b b
[ tards < [1f @)
ile.
b 2 b 2
/fl(yc)d:c P /fm(m)dx </\/f12(x)—|—...+f%(x)dx

nota come proprieta del modulo.
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