Capitolo 7

Superfici. Integrali superficiali.

7.1 Superfici regolari. Bordo di una superficie re-
golare.

7.1.1 Superfici regolari

un sottoinsieme S di R? si chiama superficie regolare se ¢ il codominio di
una funzione vettoriale g = (g1, g2, g3) di classe C! in un dominio limitato,
internamente connesso e misurabile B di R?, invertibile e tale che

9gu (U, v) A gy (u,v) #0 Y (u,v) € B (7.1.1)

Fissato nello spazio un riferimento cartesiano (O, z,y,z) S ¢ il luogo dei
punti P = (z,y, z) dello spazio tali che

P=0+g (u,v)i+g2(u,v)j+g3(u,v)k (u,v) € B (7.1.2)

ovvero

v ga(uVv) -

Figura 7.1: Definizione di superficie regolare.
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r = g1 (u,v)
y = g2 (u,v) (u,v) € B (7.1.3)
z = g3(u,v)

La funzione ¢ dicesi una parametrizzazione regolare di S. B si chiama
dominio di base; sia la (7.1.2) che le (7.1.3) diconsi una rappresen-
tazione parametrica regolare di S.

Poniamo per ogni (u,v) € B:

9 (92, 93) (u, )

9 (g3, 91) w.v
9 (u,v) (u,0)

Ji(w,v) = 9 (u,v)

,  Ja(u,v) =
9 (g1, 92) w.v
0 (u,v) (u,v)
E (u, U) = ’gu (u77))‘2 ) F (ua U) = GJu (uvv) X Gy (U7U>
G(u, U) = ’gv (U’U)F

J3 (u,v) =

Poiche V (u,v) € B
i j K

Ju (u> U) N Gu (U, U) = | Giu (u, U) 92u (
g1v (u7 U) 92v (

la (7.1.1) ¢ equivalente alla seguente
V(uwv) €B Jf (uv) + 3 (u,0) + J5 (u,0) > 0

Aggiungiamo che, detto w (u, v) 'angolo dei vettori g, (u,v) e g, (u,v), risul-
tando

9w (1, ) A go (u,0) > = E (u,v) G (u,v) sin’ w (u, v) =
= E (u,0) G (u,0) = (F (u,))*,
la (7.1.1) equivale anche alla condizione
E (u,v) G (u,v) — (F (u,v))* >0  Y(u,v) € B (7.1.4)
la (7.1.4) implica che
E(u,v)>0  VY(u,v)€B (7.1.5)

G (u,v) >0 V(u,v) € B (7.1.6)

Dalla (7.1.4), (7.1.5) e (7.1.6) si deduce che, per ogni fissato (u,v) € B, la
forma quadratica

d:(\p) €R? = E (u,v) N2+ 2F (u,v) M+ G (u,v) pi
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é definita positiva, risulta i.e.
E (u,v) N2 42F (u,v) \u+G (u,v) > >0 YV (\ p) € R2={(0,0)} (7.1.7)

La (7.1.7) si chiama prima forma quadratica associata alla superficie
S relativa a g ed al punto (u,v) .

Rileviamo esplicitamente che a norma dei teoremi di Weierstrass e di Bolzano
una superficie regolare ¢ un sottoinsieme di R? compatto e convesso.

[ ] [ ] [ ]
Sia S una superficie regolare. Se

g:B—R3

9:B; — R?
sono parametrizzazioni regolari di S, si dimostra che
9(0B) =19 (0B1)

I'immagine tramite g della frontiera di B coincide con I'immagine tramite
vartheta della frontiera di Bj.

La parte di S, g (0B), che per quanto detto sopra ¢ indipendente da g,
dicesi bordo di S e viene indicata con I' (.S).

7.1.2 Piano tangente ad una superficie regolare.
Sia S una superficie regolare. Se
g = (91792793) :B — Rg

¢ una parametrizzazione regolare di S, per ogni (u,v) € B il versore applicato
nel punto P = g (u,v):

_ Yu (u,v) A gy (u,v)
|u (u, ) A go (u,v)]

ng (P)

si chiama versore normale a S nel punto P relativo a g.
I’appellativo di versore normale attribuito a n (P) ¢ motivato da una propri-
etd geometrica di cui esso gode quando P € S —T'(s).
Sia dunque
Py =g (up,v9) € S—T(s),

sicché

Qo = (ug,v0) € B.



270 Superfici. Integrali superficiali.

Consideriamo una curva regolare aperta [chiusa| I’ contenuta nell’interno di
B, passante per Qg, e denotiamo con C 'immagine di I' tramite g.
verifichiamo che C' ¢ una curva regolare aperta [chiusa| (contenuta in S e
passante per Fp).

Supponiamo, per fissare le idee, che I' sia aperta. Detta
¢ : [a,b] — R?
una parametrizzazione regolare di I' e posto
¢ (to) = Qo,
consideriamo la funzione composta
b(t)=glp(®)  Vtelab]

la quale ¢ di classe C° in [a, b], invertibile ed ha per codominio C. Poiché

v z

u X

Figura 7.2: Piano tangente ad una superficie regolare.

o
Vt € [a,b] : ¢ (t) € B, per un teorema di derivazione delle funzioni composte
¢ & derivabile in [a, b] e si ha

vt € fa,b] P (1) = gu (¥ (1) 1 (1) + gu (0 (1) ¢ (1) (7.1.8)
da cui si evince che 9’ & di classe C? in [a, b], ossia 1 & di classe C! in [a, b].
La (7.1.8) implica che Vt € [a, b]:

[0 (1)) = E (0 (1)) (6] (1) +2F (0 (1)) & (£) 0 () + G (0 (1)) (5 (1)

sicche
W >0 Vteab)

giaccheé per ogni fissato ¢ € [a, b] la forma quadratica

(A p) = E(p ()N +2F (0 (1) A+ G (p () p? V(A p) € R
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¢ definita positiva e ¢’ (t) = (¢} (t), ¢4 (t)) # 0.

resta cosi provato che C é una curva regolare aperta. La curva C' prende il
nome di curva regolare tracciata su S.

Assumendo nella (7.1.8) t = ty si ottiene:

P’ (to) = gu (0, v0) ¢} (to) + gv (10, v0) ¥ (t0) (7.1.9)

La (7.1.9) ci dice che il vettore ¢’ (o) che & tangente a C' in Py, & una combi-
nazione lineare dei vettori g, (ug,vo) € g» (up, vp), cosicché esso & ortogonale
al vettore gy, (ug,v0) A gv (uo, vo).

Dunque il versore ng (P) ¢ normale a tutte le curve regolari tracciate su S
e passanti per Fjy.

Teorema 7.1 Sia S una superficie regolare. Seg: B — R3 eset) : B — R3
sono parametrizzazioni regolari di S, si ha:

n, (P) =ny (P) vPeS
oppure

n, (P) = —ny (P) VP eS
Dimostrazione — Omessa. 0
Sia S una superficie regolare. In base al teorema 7.1, per ogni P € S i versori
normali a .S in P relativi alle parametrizzazioni regolari di S o coincidono o
sono opposti, pertanto essi giacciono su una stessa retta n (P) passante per

P, che si chiama retta normale a S nel punto P. Il piano II (P) passante
per P e perpendicolare a n (P) si chiama piano tangente a S in P.

Se g : B — R? & una parametrizzazione regolare di S e Py = g (ug,vg) &
un punto di S, IT (Py) ha equazione cartesiana

J1 (uo, vo) (x — g1 (uo, v0)) + J2 (o, vo) (y — g2 (w0, v0)) +
+ J3 (ug,vo) (2 — g3 (uo,v9)) =0

7.2 Superfici regolari orientate.

Sia S una superficie regolare. Se g : B — R?® ¢ una parametrizzazione
regolare di .S, I'insieme dei versori

{n,(P): P €S}

dicesi il verso (di attraversamento) di S relativo a g.
Siano ¢ : B — R3? e ¥ : By — R? parametrizzazioni regolari di S. Si dice che
g e ¥ hanno lo stesso verso [verso opposto] se

VPES ny(P)=ny(P) [ng(P)=-ny(P)
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In base al teorema 7.1 due parametrizzazioni regolari qualsiasi di S o hanno
lo stesso verso oppure verso opposto.

Aggiungiamo che, se g : B — R? & una parametrizzazione regolare di 9,
indicato con Bj il dominio di R? simmetrico di B rispetto all’asse delle u &

v

Figura 7.3: Dominio B; simmetrico di B rispetto all’asse u.

immediato constatare che la funzione vettoriale

g (5777) =g (57 _77) V(fﬂ?) € Bl

é una parametrizzazione regolare di S avente verso opposto a quello di g.

Sia S una superficie regolare e sia g : B — R3 una sua parametrizzazione
regolare. In base a quanto é stato detto precedentemente é possibile ripartire
I'insieme della parametrizzazioni regolari di S in due classi :

e [g] costituita da g e dalle parametrizzazioni regolari di S aventi lo stesso
Verso;

e [g] costituita da g e da tutte le parametrizzazioni regolari di S aventi
verso opposto a quello di g.

I due insiemi di versori:
[ny(P): PeS.9elg)}={n, (P): PeS)

{ny(P): PeS,velgl} ={-ny(P): PeS}

si chiamano i versi (di attraversamento) di S, il primo determinato dalla
classe [g], o, pitt semplicemente da g.

Orientare la superficie regolare S significa distinguere i due versi di attraver-
samento di S chiamando positivo uno di essi e negativo l'altro.

Il verso assunto come positivo viene indicato con +5 quello negativo con

-S.
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Per ogni P € S il versore normale a S in P, appartenente a +.S si chiama
versore normale positivo e viene indicato con

il suo opposto,

si chiama versore normale negativo.
Ogni parametrizzazione regolare appartenente alla classe che determina +5
[—S] dicesi una orientazione positiva [negativa| di S.

7.3 Superfici regolari notevoli.

7.3.1 Diagrammi regolari.

Sia f (z,y) una funzione reale di classe C* nel dominio limitato, internamente
connesso e misurabile di B di R2.
Consideriamo la funzione vettoriale

g:(u,v) € B— (u,v, f (u,v))

la quale é ovviamente di classe C! in B, invertibile ed ha per codominio il
diagramma S di f.
Risultando, per ogni (u,v) € B:

0 1

Ji(u,v) = ‘ fu (u,v)  fo (u,v

| 1=—fu<u,v>

Si ha:

il che implica
V(u,v) € B gu (U, v) A gy (u,v) #0

Pertanto S & una superficie regolare e g ne costituisce una parametrizzazione
regolare.

Tale superficie dicesi un diagramma regolare rispetto al piano xy.

In maniera analoga si definiscono i diagrammi regolari rispetto agli altri due
piani coordinati.
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Detto Py = (z0, Y0, f (z0,%0)) un punto di S, il piano tangente a S in Py ha
equazione:

—fz (0,%0) (x — x0) — fy (w0, y0) (¥ — yo) + 2 — f (zo,%0) =0

B z = [ (x0,%0) + fy (0,50) (¥ — v0) + fz (z0,%0) (x — x0)

Sia v una curva regolare aperta di R? contenuta in un piano, ad esempio nel
piano z = 0.
Sia

z = ¢1(u)

u € [a, b

y = ¢2(u)
una rappresentazione parametrica regolare di I'.
L’insieme S™* costituito dai punti dello spazio appartenenti alla retta passanti
per i punti di I' e parallela all’asse z dicesi una superficie cilindrica. La
curva I' si chiama direttrice mentre la retta passante per i punti di I' e
parallela all’asse z si dicono generatrici. Siano ¢ e d numeri reali con

z

Figura 7.4: Superficie cilindrica.

¢ < d. Denotiamo con S la parte si §* compresa tra i piani z =ce z = d.
Evidentemente il generico punto P di S ha coordinate

(901 (U) )y P2 (U) 77))
con (u,v) € [a,b] X [¢,d]. Sicché S ¢ il codominio della funzione vettoriale

g: (uvv) € [avb] X [Cv d] - (901 (u) ) P2 (u) 7”)
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la quale & di classe C! in [a, b] x [c,d] ed & ivi invertibile.
Risultando per ogni (u,v) € [a,b] x [c, d]:

@o(u) 0
Jl (u7 U) = = 90,2 (U)
0 1
0 1
Jo (u,v) = = —¢1 (u)
¢1(u) 0
o7 (u) 0
J3 (u,v) = =0
@r(u) 0

si ha V (u,v) € [a,b] x [¢,d]:

2
i (u, ) + I3 (u,v) + J5 (u,0) = (¢ (u))
Dunque S é una superficie regolare e g ne costituisce una parametrizzazione
regolare. Detta superficie dicesi una superficie regolare cilindrica.

Sia I' una curva regolare aperta di R? contenuta in un semipiano, ad esempio
nel semipiano x > 0,y = 0. Sia:

z = ¢1(u)
u € [a,b]

z = pa(u)

una rappresentazione parametrica regolare di I'. Denotiamo con S la parte
dello spazio descritta da I' facendo ruotare detto semipiano intorno all’asse
z, ad esempio nel verso antiorario, di un angolo « € |0, 27][.

Rilevato che ¢1 (u) > 0 Yu € [a,b], osserviamo che il generico punto P di
S ha coordinata

(b1 (u) cosv, 1 (u) sinv, s (u))

con (u,v) € [a,b] x [¢,d] Sicché S ¢ il codominio della funzione vettoriale

g: (u,v) € [a,b] x [e,d] — (p1 (u) cosv, p1 (u)sinv, p2 (u))

la quale & di classe C! in [a, b] x [0, a] ed ivi invertibile.
Risultando

o) (u)sinv o1 (u)coswv
Ji (u,v) = = —¢h (u) 1 (u) cos,
5 (u) 0
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¥ (u) 0
J2 (u,v) = = —y (u) ¢1 (u)sinv,
¢ (u)sinv @1 (u)cosv
@y (w)cosv  —p1 (u)sinw
J3 (u,v) = = ¢ (u) @1 (u)
) (u)sinw ¢1 (u) cosv

si ha:
JE (u,0) + T3 (u,0) + J3 (w,0) = (5 ()" (1 () +
+ (¢ () (1 (@) = (o1 ()? [ (4 ()* + (¢ ()] >0

dunque S é una superficie regolare e g ne & una parametrizzazione regolare.
Detta superficie dicesi una superficie regolare di rotazione.

7.4 Area di una superficie regolare: integrali super-
ficiali.
Premettiamo il seguente:

Teorema 7.2 Sia S una superficie regolare.

Se
g:B—R> e ¥:B —R}

sono parametrizzazioni regolari di S,detta f una funzione reale continua su
S, si ha:

/ / £ (9 (4, 9)) [gu (1,) A gy (1) dudo = / / £ (€m) [ (€,m) A Dy (€,m)| ded
B B1

Dimostrazione — Omessa. O
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Siano: S una superficie regolare, f una funzione reale continua su S. L’in-
tegrale doppio

— [[ £ @) g (w0) A g 0,0)] dud,
B

che per il teorema (7.2) & indipendente dalla parametrizzazione regolare g di
S, si chiama l’integrale superficiale di f esteso ad 5, e viene indicato
con uno dei simboli:

/fda , /f(P)da , /f(:):,y,z)da
S S S

Se f(P)=1 VP € S, l'integrale doppio

/ |gu (U, U) A Ju (u, U)‘ dudv

dicesi ’area della superficie regolare S. Indicheremo detta area con

o (S).

Osservazione 82 Con riferimento al diagramma regolare di S visto nella
sezione 7.3.1 di pagina 273 si ha:

- // VI (e (29)) 4 (fy (2.9))*dady
B

Osservazione 83 Con riferimento alla superficie cilindrica regolare S della
sezione 7.3.1 (vedi pag. 274) si ha:

)= [ Ve @)+ (6 ) dudo -

[a,b] x[c,d]
- / / V@ @) + (¢ (w)2dv | du = () (@ - 0)

Osservazione 84 Con riferimento alla superficie regolare di rotazione S
della sezione 7.3.1 (vedi pag. 275) si ha:

// 21 ¢ (w)? + (¢ (u)) dudv =

[a,b] X [c,d]
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Sia:
v(P)=X(P)i+Y (P)j+Z(P)k
un campo vettoriale di classe C° nell’aperto Q di R3. La funzione
X (z,y,2)dydz + Y (z,y, 2) dzdx + Z (x,y, z) dzdy (7.4.1)

definita per (z,y, z) € Qe (dz, dy, dz) € R? dicesi una forma differenziale
quadratica (di coefficienti (X,Y, 7)).

Sia S una superficie regolare contenuta in §2. Orientata S, denotiamo VP € S
con n (P) il versore normale positivo a S in P. Si dimostra che la funzione

PeS—n(P)

é continua in S.
Cio implica che la funzione reale

PeS—v(P)xn(P)
é continua su S. L’integrale superficiale
/[v (P) xn(P)]do

S

dicesi il flusso di v attraverso S oppure I’integrale superficiale della
forma differenziale quadratica (7.4.1) esteso alla superficie orien-
tata S.
Quando si adopera quest’ultima locuzione, detto integrale viene indicato col
simbolo

/ X (z,y,2)dydz+Y (z,y,2) dzdx + Z (x,y, z) dedy
+S

Si pone poi per definizione

/ X (z,y,2)dydz + Y (z,y,2) dzdx + Z (z,y, z) dedy =
s

- / X (x,y,2)dydz + Y (x,y,2)dzde + Z (z,y, z) dedy.
+S

Se g : B — R? ¢ una parametrizzazione regolare di S si ha:

/[v (P) x n(P)]do =
S
- / / (v (g (1, 0)) % 1 (g (u,0))] g (1, 0) A g (1, v)| dudo =
B

=4 // (X (9 (u,v)) J1 (u,v) +Y (9 (u,v)) J2 (u,v) + Z (g (u,v)) J3 (u,v)] dudv
B



7.5 Il teorema di Stokes nello spazio. 279

dove vale il segno "4” quando g € un’orientazione positiva di S, quello ”"—"
in caso contrario (g & negativo).

7.5 1l teorema di Stokes nello spazio.

Teorema 7.3 Siav = (X,Y, Z) un campo vettoriale a tre componenti con-
tinuo in uno pseudodominio A dello spazio (O, x,y, z) e avente per valori
vettori geometrici dello spazio.

Sia S una porzione di superficie regolare dotata di bordo regolare (i.e. una
porzione di superficie regolare tale che esista una rappresentazione paramet-
rica regolare avente come dominio base un dominio regolare di R?) contenuta
nello pseudodominio A.

Fissiamo una pagina positiva ! di S che denotiamo con +S; fissiamo un verso
positivo sul bordo di S, e indichiamo con *T (S) il bordo di S orientato nel
verso positivo fissato.

Supponiamo ora verificate le seguenti ipotesi:

1. gli orientamenti fissati su S e I' (S) sono coerenti’;

2. il campo vettoriale v = (X,Y, Z) ¢ di classe C' nello pseudodominio

A.

?

3. risulta
S C ;1 oppure S C FAN A oppure A ¢ un dominio di classe C*

il che significa che la superficie S deve essere o tutta contenuta nel-
Vinterno di A o tutta contenuta nella frontiera di A e che, nel caso
particolare che A é un dominio di classe C*, la superficie S pud anche
essere contenuta in parte nell’interno di A e in parte nella frontiera di

A.

'L’immagine geometrica intuitiva di una superficie conduce a distinguere due facce, e

quindi, se in ciascun punto P della superficie si rappresenta il versore normale positivo
mediante un segmento orientato applicato in P, é intuitivo il fatto che l'insieme di tali
vettori individua una delle due facce della superficie. La possibilita di distinguere due
faccie rappresenta un’importante proprieta delle porzioni di superficie regolare, e si esprime
dicendo che una tal superficie & bilatera.
Allo scopo di dare un significato preciso alla faccia di una porzione di superficie regolare
di S, denotiamo con P I'insieme costituito da tutte le coppie che si ottengono associando
ad ogni punto P = (u,v) di S il versore normale positivo n = n (u, v); denotiamo quindi
con P~ linsieme costituito dalle coppie (P,—n (P)) con P € S. linsieme P [P7] si
chiama la pagina positiva [negatival, o la faccia positiva [negativa] della porzione
di superficie S

2Gli orientamenti fissati su S e I' (S) risultano coerenti quando una persona, che per-
corre il bordo I' (S) nel verso positivo fissato ed & orientata come il versore normale che
determina la pagina positiva di S fissata, vede alla sua sinistra i punti interni a S.
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Nelle ipotesi fatte vale la seguente formula detta formula di Stokes nello
spazio:

/ (v x t)ds = / (rot v x n) do (7.5.1)

r(S) 5

dove t é il versore tangente al bordo T (S) orientato nel verso positivo fissato
suT(S), i.e. nel verso di *T' (S), e n ¢ il versore normale a S che determina
la pagina positiva +5 fissata.

Si suole leggere la formula (7.5.1) come segue:

Se la superficie S e il suo bordo I' (S) sono orientati coerentemente,
la circuitazione® del vettore v lungo il bordo di S orientato nel verso
positivo fissato eguaglia il flusso del rotore del vettore v uscente
dalla pagina positiva di S fissata.

Dimostrazione — Omessa. O

Osservazione 85 Ricordiamo che per un teorema sull’integrale curvilineo
di una forma differenziale lineare si ha:

/ [v(P)xt(P)]ds= / v X dP = / Xdx +Ydy+ Zdz.
I(S) +I(9) TT(S)

Ricordiamo ancora che risulta:

i j k
def. 0Z 0OY\. 0X 07\. aY 00X
v O Oy O <a_y_5>l+<5_a_x>”<a_x_a_y>k

Conseguentemente, per il teorema sul significato vettoriale dell’integrale su-

3Per definizione la circuitazione di v lungo il bordo di S &

/ [v(P)xt(P)ds

r(s)
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perficiale di una funzione differenziale quadratica? si ha:

/(rotv xn)do = / (Zy = Y.)dydz + (X, — Z) dzdx + (Y, — X)) dzdy.
S +S

Pertanto la formula di Stokes nello spazio, i.e. la formula (7.5.1), si puo
riscrivere come segue:

/ Xdx+Ydy+ Zdz =
+r(S)
= / (Zy = Y.)dydz + (X, — Z) dzdx + (Y, — X)) dedy  (7.5.2)
+S

La formula (7.5.2) si chiama la formula di Stokes nello spazio espressa
con l’integrale curvilineo di una forma differenziale lineare e con
Pintegrale superficiale di una forma differenziale quadratica.

Osservazione 86 la formula di Stokes nello spazio puo essere utilizzata per
calcolare I'integrale superficiale [ (rotv x n)do, i.e. il flusso del rotore del

S
vettore v uscente dalla pagina positiva di S fissata. In tal caso é preferibile
scrivere la formula di Stokes nello spazio come segue:

/(rotv xn)do = / Xde +Ydy+ Zdz (7.5.3)
5 +1(S)

4Sussiste il seguente

Teorema 7.4 Consideriamo una forma differenziale quadratica
Xdx +Ydy+ Zdz

con coefficienti continui in un insieme A dello spazio (O, x,y, z), e consideriamo il campo
vettoriale associato a tale forma differenziale quadratica, i.e. il campo vettoriale

v=(X,Y,Z)=Xi+Yj+ Zk.

Consideriamo poi una porzione di superficie regolare S dotata di bordo regolare contenuta
in A, e fissiamo su S una pagina positiva che denoteremo con +S.
Risulta allora:

/ Xdydz + Ydzdx + Zdxdy = / (v xn)do
+5 s
dove n ¢ il versore normale a S che determina la pagina positiva +S fissata.

In altri termini 'integrale superficiale di una forma differenziale quadratica esteso a una

pagina di una porzione di superficie regolare risulta eguale al flusso uscente (i.e., per

definizione, all'integrale [ (v x n)do) da tale pagina del campo vettoriale associato a tale
s

forma differenziale quadratica.
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7.6 Domini regolari e limitati in R3. Formule di
Gauss nello spazio. Il teorema della divergenza
nello spazio.

Un dominio limitato ed internamente connesso D di R? dicesi regolare se la
sua frontiera @D é I'unione di un numero finito di superfici regolari Sy, ..., S,
con S; dotata di una parametrizzazione regolare

gi: B - R3
di dominio base regolare in modo che siano soddisfatte le condizioni seguenti:

1. Vi,j € {1,2,...,m} con i # j S;NS; = 0 oppure S;NS; =T (S;) N
I'(S5)

2. Vie{l,...,m} ogni P € S; —I'(S;) ¢ il punto medio di un segmento
P'P" normale a S; in P con

PP-{PYcDeP'P-{P}CR - D

3. ViE{l,...,m} GVPESZ'—F(SZ‘)

pP'—P
7P|

ng (P) =

Figura 7.6: Dominio regolare limitato in R3.

Orientare positivamente la frontiera di D significa orientare ciascuna super-
ficie S; assumendo come positivo il verso di attraversamento della parametriz-
zazione. Perognii € {1,...,m} eVP € S;—T'(S5;) il versore n, (P) si chiama
versore normale esterno a 0D in P e viene indicato con n. (P); il suo
opposto si chiama invece versore normale interno a dD in P e viene
denotato con n; (P). Si dimostra che ogni superficie regolare ¢ una parte
di R? misurabile e di misura nulla, conseguentemente ogni dominio regolare
limitato ¢ misurabile.
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Teorema 7.5 (Formule di Gauss nello spazio) Sia f(x,y,z) una fun-
zione reale di classe C' in un dominio regolare A dello spazio (O,x,vy,z).
Valgono le seguenti formule, dette formule di Gauss nello spazio:

fff dxdydz = [ fdydz
+0A

fjf SLdvdydz = ) gA fdzda
fff Udrdydz = [ fdedy
+0A

essendo
def . . . ..
t9A = faccia di FA rivolta verso I'esterno del dominio A

Dimostrazione — Omessa. U
il teorema 7.5 puo essere rienunciato come segue:

Teorema 7.6 Sia f (x,y,z) una funzione reale di classe C! in un dominio
regolare A dello spazio (O, x,y). Valgono allora le seguenti formule, anch’esse
dette formule di Gauss nello spazio:

f drdydz = ixn)do
f/{f ardedy f f{ o
fff S dadydz = f-( x ng)dzdx
cos(y,ne)
9 dadydz = (k x n.) dzd
I it = f 1ozt
Dimostrazione —
/// fd:cdydz = / fdydz = / fdydz + 0dzdx + Odxdy =
+oA +9A
posto v=(f,0

~ /vxne)da—/[(fi+0j+0k)Xne]do’:

0A
/f i x 1)

resta cosl dimostrata la prima relazione testé vista. In modo analogo si
dimostrano le altre relazioni. 0
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Da quest’ultimo teorema si deduce facilmente il seguente:

Teorema 7.7 (Teorema della divergenza nello spazio) Siav = (X,Y, Z)
un campo vettoriale di classe C' in un dominio regolare A dello spazio. vale
allora la seguente formula:

/A/ / div vdzdydz = / (v x n.) do-

0A

in altri termini I'integrale triplo della divergenza di un vettore v esteso a un
dominio regolare dello spazio é uguale al flusso di tale vettore uscente dalla
frontiera di tale dominio regolare.

Dimostrazione — Si ha:

/// divvdzdydz = /// <8X 8_Y + %) dxdydz =

:/[X-(ixne)—l—Y-(j><ne)+Z-(k><n6)]da:
0A
:/(Xi+Yj+Zk)xneda:/(vxne)da.
0A 0A
O

Osservazione 87 la formula contenuta nel teorema della divergenza nello
spazio si chiama formula di Ostrogradski dal nome di un matematico
russo (1901-1961).

7.7 regola d’integrazione per parti relativa agl’in-
tegrali doppi e tripli.
Teorema 7.8 Siano f (x,y) e g (x,y) due funzioni reali continue in un do-

minio regolare di A del piano (O, z,y). vale la seguente formula, detta
formula d’integrazione per parti nel piano:

//f dxdy/fg ixn)ds— //a— gdzdy (7.7.1)

cos(x ne)

se le derivate f, e g, esistono e sono continue in A.
Vale inoltre la seguente formula:

//f gdxdy—/fg (j % ne ds—/ 9 gdzdy

cos(y,ne)
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se le derivate f, e g, esistono e sono continue in A.

Dimostrazione — Dimostriamo, ad esempio, la (7.7.1). Per la prima
formula di Gauss ne piano si ha:

//ai(fg)dmdyZ/fg(ane)ds-
A 0A

Da tale eguaglianza, tenendo presente che risulta:

0
%(fg)fo-ngf-gx

si deduce la (7.7.1). O

Teorema 7.9 Siano f (z,y,2) e g (z,y, z) due funzioni reali di classe C* in
un dominio regolare A dello spazio (O, x,y,z). Valgono allora le seguenti
formule, dette formule d’integrazione per parti nello spazio:

///fgidacdydz = /f-g- (ix ng)do — /// (iZ:J; -g) dadydz (7.7.2)
A dA °
///fg—zda:dydz = /fg - (j X ne)do — /// (g_g -g> dadydz (7.7.3)
A dA 2
f@dxdydz = [ fg-(kxn.)do— B_f . g ) dadydz (7.7.4)
J 0z \ J a2

Dimostrazione — Dimostriamo, ad esempio, la (7.7.2). Per la prima
formula di Gauss nello spazio si ha:

//(%(fg)d:rdydz—/fg(ixne)ds.
A 9A

Da tale eguaglianza, tenendo presente che risulta:
2 (fg)=fe-a+f
8.’1: g - Jx g gﬂh

si deduce la (7.7.2). O
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7.8 Applicazioni.
Esercizio — Sia S la superficie diagramma della funzione
fz,y) =2 +ay -y
considerata definita nell’insieme A tratteggiato in figura 7.7.
e Calcolare l'area di S}
e trovare 'equazione del piano tangente a S nel punto Py = (0,2. — 4);

e trovare il versore normale a S nel punto P, orientato in modo da
formare un angolo acuto con l'asse z.

Figura 7.7: Insieme A.

Com’é noto dalla teoria si ha:

S= [[\/1+f2+ f2dedy = 1+ (22 +y)? + (z — 2y)°dedy =
area é/ g dxdy 4/\/ z+y T y) dxdy

://\/1+4:E2+y2—|—4xy—|—:v2+4y2—4a:ydxdy:
A

_ é / VI8 1 ) dady

Passiamo a coordinate polari. Le equazioni della trasformazione sono

x = pcos¥

y = psind

Quando il punto (z,y) descrive 'insieme A, il punto (p, ) descrive I'insieme
B del piano (p,?) definito dalle limitazioni

i
0<p<3 T<p<3?
p ¢ 1
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3/4n

/4

Figura 7.8: Insieme B trasformato di A.

Quindi si ha:

/ V145 (2? +y?)dady = / vV 1+ 5p2pdpdd =

A B
3 374 3
:/dp / \/1+5p2pd19:g‘/\/1+5p2pdp:
0 77/4 0
; : (1+52)8]
_T 2} gl = _ T (463 -
_20/(1+5l)2d(1+5l)dl_20 ; = - (163 1),
0 0

L’equazione del piano tangente a S nel punto Py = (0,2, —4) & la seguente:
z = f (z0,y0) + fe (z0,y0) (x — x0) + fy (o, %0) (¥ — yo)
con (zg,y0) = (0,2) &
2= f(0,2)+ £, (0,2) (z — 0) + £, ((0,2)) (y — 2)
Si ha ora:
F0,2) = =4 fu(0,2) = 22 4yl =2 fy(0,2) = [z —2y](gz) = —4
Quindi 'equazione del piano tangente a S nel punto Py = (0,2, —4) ¢é:

20 —4y—2+4=0
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Il versore richiesto ¢ il versore normale positivo, i.e. il versore fornito dalle
seguenti eguaglianza:

. L0 R0
%Lﬁﬁ@ﬁyh@@g) Vh+ﬁﬂ&m+ﬁﬂmm
1 4

2 1
S +——k=
NIRRT RNG

+ k
V1 F2(0,2) + 72(0,2)

1

Osservazione 88 Si ricordi che una rappresentazione parametrica di .S é la
seguente:

T = U
y = v (u,v) € A (7.8.1)
7z = u? —+ uv — v2

Com’¢ noto, poiché f (z,y) ¢ di classe C', S ¢ una porzione di superficie
regolare e la (7.8.1) & una rappresentazione parametrica regolare di S. I mi-
nori Ji, Jo, J3 relativi alla rappresentazione (7.8.1), com’é noto, sono forniti
dalle seguenti eguaglianze:

Ji(u,v) = —fr(u,v) =2u+v 5 Jo(u,v) =—fy (u,v) =—u+2v ;
J3 (u,v) =1

Notiamo anche che ’asse normale positivo a S in un punto relativo alla rap-
presentazione (7.8.1) ¢ per definizione ’asse normale parallelo ed equiverso
al vettore P, A P,, e risulta coincidente con I’asse normale orientato in modo
da formare un angolo acuto con l'asse z, i.e. orientato verso 'alto.

Si ricordi, per finire, che la rappresentazione parametrica di S indicata
con le equazioni parametriche scalari (7.8.1) puo anche essere denotata con
I’equazione parametrica vettoriale:

P=0+ui+vj+ (W +uww -0}k (u,v)€A
|
Esercizio — Sia S la parte compresa tra i piani di equazione z = 1 e
z = 2 della superficie cilindrica avente per direttrice la curva I' del piano
(z,y) di equazione
i
y =sinx con x € [0, 5}

e avente generatrici parallele all’asse z.
Calcolare I'integrale superficiale

Y2z

——do
s veos?z +1



7.8 Applicazioni. 289

una rappresentazione parametrica di I' & la seguente:

[

Una rappresentazione parametrica della superficie cilindrica di direttrice v e

r = u

y = sinu

generatrici parallele all’asse z é:

r = u T
y = sinu  ueB= [0, 5] % [1,2] (7.8.2)
z = v

la matrice associata alla rappresentazione (7.8.2) &
{wu Yu zu}:{l cos U 0}
Ty Yo 2z | [0 0 1]
Quindi risulta
Ji(u,v) =cosu  Jo (u,v) = -1 J3(u,v) =0
Risulta
JR+ I3+ T =cos’u+1>0 V(u,v)EB:[O,g}x[l,Q}

Quindi la rappresentazione parametrica (7.8.2) ¢ una rappresentazione rego-
lare di S. Poiché B ¢ un dominio regolare, S é una porzione di superficie
regolare dotata di bordo regolare®.

Si ha ora:
y z teorema SlIl u-v 2 2 2 .
Veos?z +1 // veosZu +1 ot Sy Jydude =

3 2
sin“u - v \/27
cos® u + dudv—/ u/sm u - vdv =
//\/c052u+ J

jus

2 % 2

2
1-— 2
:/sin2udu-/vdvz/$du/vdv:3%

0 1 0 1

5 LN N . . a . . . . .
°Ci0 pero ci era gia noto per il teorema sul calcolo dell’area di una porzione di superficie
cilindrica, dato che I' & una curva regolare aperta.
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7.8.1 Procedimenti per calcolare il flusso di un vettore.

Per calcolare il flusso di un vettore v conviene distinguere 3 casi:

1¢ caso.

Si desidera calcolare il flusso di un vettore v, uscente da una pagina di una
porzione di superficie regolare S dotata di bordo regolare.

In tal caso, per calcolare il flusso, conviene utilizzare la stessa definizione
di flusso, i.e. il fatto che il flusso richiesto & per definizione l'integrale

superficiale:
/ (v xn)do

S

dove n ¢ il versore normale alla superficie S che determina la pagina fissata
della superficie S.

2° caso.

Si desidera calcolare il flusso di un vettore v uscente dalla frontiera di un
dominio regolare A del piano o dello spazio. In tal caso, per calcolare il
flusso, conviene utilizzare i teoremi della divergenza nel piano o nello spazio
e i.e. le formule:

/ (VxXne)ds= // div vdzdy (per il piano)

FA

A
/ (v xng)do = /// div vdzdydzx (per lo spazio)
A

FA

3° caso.

Si desidera calcolare il flusso del rotore di un vettore v = (X, Y, Z) uscente da
una pagina di una porzione di superficie regolare S dotata di bordo regolare.
In tal caso, per calcolare il flusso, conviene utilizzare il teorema di Stokes
nello spazio, i.e. la formula:

/(rotv x n)do = / Xdr +Ydy + Zdz,
S +1(S)

dove T (9) indica il bordo della superficie S orientato coerentemente con la
superficie S.

Esercizio — Sia S la parte della superficie di equazione

z=Val+y?+1
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y=3'x

o 1 2

Figura 7.9: Insieme A.

che si proietta nel piano (z,y) nel dominio A tratteggiato in figura. Si
consideri poi il vettore geometrico v = z (:U2 + y2)3/ 2 -

Calcolare il flusso del vettore v uscente dalla pagina di S determinata dal
versore normale n alla superficie S orientato in modo da formare un angolo
acuto con l'asse z.

* Posto

flr,y) = va2 +y?2+1,

la superficie S ¢ la superficie diagramma della restrizione di f (z,y) all’in-
sieme A.

Si noti che, poiché i punti della superficie S soddisfano ’equazione z =
Va2 +y2 + 1, ie. Iequazione 2% 4+ y? — 22 = —1. Pertanto la superficie S
non ¢ altro che una parte della falda superiore dell’iperboloide a due falde di
equazione

Py — 2= 1

e precisamente la parte della falda superiore che si proietta in A.
I1 flusso richiesto é per definizione I'integrale superficiale

/(vxn)da

S

dove n ¢ il versore normale a S orientato in modo da formare un angolo
acuto con l'asse z, i.e. il versore normale positivo a S.
Com’é noto, risulta:

—fo(z,y) . (—fy(z,y)) it 1 N

n(P):( ( ))H-
VIt e e

VP = (z,y,2) € S,
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e quindi si ha:

_/z(xg—l—yQ)%—(_fy) do (7.8.3)
S

1+ 12+ 52

Per calcolare questo integrale superficiale occorre scrivere una rappresen-
tazione parametrica di S. Una rappresentazione parametrica di S, com’e
noto, & fornita dalle equazioni parametriche scalari:

x = u
y = v (u,v) € A
z = Vur+ovi+1

E’ noto che risulta

J1 (uvv):_fl‘ (U’?v) ;o J2 (U,U):—fy (u,v) )
J3 (u,v) =1 V(u,v) € A

Pertanto si ha:

/z (:U2 + y2)3/2 ida =

m

__//(u +v )Evdudvz_//(wz"‘lf)yd%dy (7.8.4)
4 A

per calcolare I'integrale doppio

// (xz + y2) ydxdy,
A

effettuiamo un passaggio dalle coordinate cartesiane di un generico punto di
A alle coordinate polari p, di tale punto.
Le equazioni della trasformazione sono:

r = pcos?

y = psind
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Quando il punto (z,y) descrive 'insieme A, il punto (p, ) descrive I'insieme
B del piano (p,?) definito dalle limitazioni

0<d<s  0<p<m(d)

dove py (99) ¢ il raggio vettore del punto P; (99) in figura 7.10° di centro (1,0)

y

y3'%

P4(6)

o 1 2

Figura 7.10: Insieme A: determinazione di py (19).

e raggio 1.
dal triangolo rettangolo in figura si vede che risulta:

p1 (¥) = 2cos .
Quindi B ¢ definito dalle limitazioni:

0<79<§ 0< p<2cosd.

Il dominio B & quindi il dominio rappresentato in figura 7.11: Si ha quindi:

0

(1,713)

Figura 7.11: Insieme B.

s

3 3 612cosv 127
// (22 + y?)? ydody = /sinﬁdﬁ [p_} =
6, 84

A

0

5Cioé del punto di anomalia ¥ della circonferenza.
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Risulta quindi:
127

/(vxn)da:—8—4
S

Osservazione 89 Il fatto che il flusso uscente dalla pagina di S fissata sia
negativo significa che il flusso uscente da tale pagina nel senso conven-
zionale, i.e. nel senso della definizione teorica di flusso "uscente”; & in realta
un flusso entrante in tale pagina nel senso intuitivo della parola “entrante”.

Esercizio — Si consideri il cubo dello spazio (O, z,y,2), A = [0,2]3, e si
consideri il vettore geometrico

v =i+ yj+ 32k.

Calcolare il flusso del vettore v usente dalla frontiera del cubo A.
o Il flusso richiesto é per definizione I'integrale superficiale

[ xnydo

FA

Per il teorema della divergenza nello spazio si ha:

[ s[5 -
///( )+%>dﬂ?ddez6///d$dyd226,VO1A:48
A



