Capitolo 9

Equazioni differenziali
ordinarie.

9.1 Generalita. Problema di Cauchy. Teoremi di
esistenza ed unicita.

Sia

F(m,yl,yg,... ,yn)
una funzione reale definita in A C R™t2,
Consideriamo il seguente:
Problema — Stabilire se esistono funzioni reali y (x) aventi per dominio
un intervallo di I, € R, ivi derivabili n volte, soddisfacenti alle equazioni
seguenti:

1. Vx eI, (x,y(:c),y(l) (z),...,y™ (:U)) e A
2. Vzel, F(:U,y(x),y(l) (z),...,y™ (z)) =0

In caso affermativo determinare dette funzioni. [ |

Il problema posto prende il nome di equazione differenziale ordinaria
di ordine n e viene indicato brevemente tramite la scrittura:

F (x,yw(l),---,y(”’l),y(”)> =0 (9.1.1)

Ogni funzione reale y () avente per dominio un intervallo di R, ivi deriv-
abile n volte e soddisfacente alle condizioni 1.) e 2.), dicesi una soluzione
oppure un integrale della (9.1.1), mentre il suo diagramma assume la de-
nominazione di curva integrale della (9.1.1). Integrare la (9.1.1) significa
determinarne le soluzioni.
Sia

f @91, Yn)
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una funzione reale definita in B C R**! e sia

F(l'ayayla"'aynflayn) :yn*f(xayaylv"'aynfl)
v(xayaylw"ayn—layn) e BxR

In tal caso la (9.1.1) si scrive:

v = (20, oy (9.1.2)

e questa dicesi un’equazione differenziale ordinaria di ordine n e di
forma normale.
In particolare se

f g,y yn1) = @ (@) — (a0 (@) yn1 + -+ an (2) 9],

dove ¢, ay, ..., a, sono funzioni reali definite in un intervallo I C R, la (9.1.2)
diventa:

vt ar @)y e @)y = (@) (9.1.3)

La (9.1.3) dicesi una equazione differenziale lineare di ordine n.

Le funzioni ay, . .., ay diconsi i coefficienti della (9.1.3), mentre ¢ si chiama
termine noto (coerentemente col fatto che la funzione ¢ & I'unico termine
in cui non figura la funzione incognita y).

Se ¢ ¢é identicamente nulla in B la (9.1.3) si dice omogenea.

Se la (9.1.3) non & omogeneal, 'equazione omogenea avente gli stessi coeffi-
cienti della (9.1.3) dicesi associata alla (9.1.3).

Osservazione 105 Si conviene che, quando si parla di un integrale dell’e-
quazione (9.1.3) senza precisare se ¢é reale o complesso, s'intende parlare di
un integrale reale.

Osservazione 106 Per stabilire se un’equazione differenziale ¢ lineare o non
lineare é utile tener presente che in un’equazione lineare di ordine n il comp-
lesso dei termini che contiene 'incognita y e le sue derivate rassomiglia a un
polinomio omogeneo di 1° grado nelle variabili y, y(», ...,y 3,

Esempio 54 L’equazione
y +ycosw =sinx

& un’equazione lineare completa del 1° ordine.
L’equazione
y' =3y +2y=0

'Tn tal caso 'equazione (9.1.3) dicesi completa.
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é un’equazione lineare omogenea del 2° ordine con coefficienti costanti.
L’equazione
/
logy'+y=0
é un’equazione differenziale del primo ordine non lineare.
L’equazione

y +ycosx =sinz-y* con a € R
e se ¢ a =0, ¢ lineare completa;
e se ¢ a = 1 ¢é lineare omogenea;
e se ¢ a#0ea#1non é lineare.
L’equazione
logy+2 =0

che ha per soluzione la funzione
y=e

non € un’equazione differenziale lineare e non € nemmeno un’equazione dif-
ferenziale perché in essa non figura alcuna derivata della funzione incognita
y. Quest’equazione si pud chiamare semplicemente un’equazione funzionale
per esprimere il fatto che I'incognita & una funzione.

Con riferimento alla (9.1.2) si pone il seguente
Problema — [Problema di Cauchy (o di valori iniziali)]
Assegnato il punto

(xo, ho, h1, ..., hn-1) € B,

stabilire se esistono integrali y (x) della (9.1.2) definiti in un intorno di o,
tali che:

y (z0) = ho,y™M (z0) = hay ..., y™ ™Y (o) = b

in caso affermativo determinarle. [ |

Relativamente al problema di Cauchy sussistono i teoremi seguenti di cui
omettiamo la dimostrazione.

Teorema 9.1 (di sola esistenza dovuto a Peano.) Se B é un aperto di
R™! e se f é continua in B, assegnato (xq,ho,h1,...,hn_1) € B esiste
almeno un integrale y (z) della (9.1.1) definito in un intorno di o ed ivi di
classe C™ tale che

y (z0) = ho,y™M (x0) = hay ..., y™ ™ (20) = hns
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La sola continuita di f assicura ’esistenza ma non 1'unicita della soluzione
del problema di Cauchy.
Ad esempio il problema di Cauchy:

Y = 3V
y(zo) = 0
ammette almeno due soluzioni:
yi(x) =0, Vo €R; yp (2) = (x —20)° V2 €R

Teorema 9.2 (di esistenza ed unicita: caso del rettangolo) Ammesso
che B sia il rettangolo chiuso di R"+1,

B = [zg —a,z0+a] X [hg = B,ho + B8] X ... X [hn, — Bn, hn + Br]
Nelle ipotesi
i1) f é continua in B,

i) [ é dotata nell’interno di B delle derivate parziali prime rispetto alle
variabili y,y1,...,Yn—1 limitate,

esistono un numero positivo § < a ed una sola funzione reale y (x) di classe
C™ in [xg — 0, o + 0] tale che:

y(”) (x)=f (:/v, y () ,y(l) (x),... ,y(”_l) (m)) Vo € [xg — 0,0 + I]

Yy (:UO) = h0>y(1) (.%'(]) =hy,... ’y(n—l) (.%'0) =hp1

Teorema 9.3 (Teorema di esistenza e unicita: caso della striscia.) Nelle
ipotesi:

i1) B =1 xR" con I intervallo chiuso di R,

i2) f(x,91,%2,...,Yn—1) continua in B,

o
i3) f(x,y1,92,...,yn—1) dotata in B delle derivate parziali prime rispetto
ayl, Y2, ..., Yn—1, tali derivate essendo limitate in [a, b] x R™ qualunque
sia I'intervallo compatto [a,b] C I,

assegnato xg € I e (hg,h1,...,h,—1) € R", esiste una ed una sola funzione
y (x) di classe C™ in I tale che

Y (@) = f (2y@) oy @),y @) Veel

y (wo) = hoay(l) (z0) = ha, ... ,y("_l) (x0) = hn—1
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Da quest’ultimo teorema si deduce il

Teorema 9.4 Se i coefficienti ay, ..., a, ed il termine noto ¢ della (9.1.3)
sono di classe C° nell'intervallo I C R, assegnatoxy € I e (ho,h1,...,hn—1) €
R™ esiste una ed una sola funzione y (x) di classe C™ in I tale che

y(”) +ap (x) y=1) )+ ...+ an (@) y(z) =p(x) Vx € 1,

Yy (.’IJ()) - h07y(1) (370) = h’l: o 7y(7l—1) (1,'0) = hn—l

9.2 Equazioni differenziali lineari con i coefficienti
ed il termine noto di classe C°.

9.2.1 Equazioni omogenee.
Sia
y™ +a () y™ Y (@) + .. +an (2)y(x) =0 (9.2.1)

una equazione omogenea con i coefficienti di classe C? nell'intervallo I C R.
In base al teorema 9.4 la (9.2.1) ammette infiniti integrali di classe C™ in I.
L’insieme Jp di detti integrali dicesi integrale generale della (9.2.1).
Poniamo

vyecC™(I) T =y™ +a(x)y" V+.. +a,(2)y

ed osserviamo che .
Yy e C" (1) T(y)ecC((I)
VAeReVyeC"(I) T (\y) = AT (y),
Vyr,y2 € C" (1) T (y1+y2) =T (y1) + T (y2)

sicché T' ¢ un’applicazione lineare dello spazio vettoriale C™ (I) nello spazio
vettoriale C° (I). tale applicazione dicesi un operatore differenziale di

ordine n (di coefficienti a4, ...,a,).
Visto che una funzione y € C™ (I) ¢ integrale della (9.2.1) se e solo se
T (y) =0,

Jo coincide con il nucleo di T" e quindi ¢ un sottospazio di C™ (I).
Ci proponiamo di determinare le dimensioni di Jy. A tale scopo premettiamo
alcune considerazioni.

Teorema 9.5 Un integrale ¢ della (9.2.1), che in un punto xo € I si annulla
con tutte le sue derivate fino a quella di ordine n — 1, é I'integrale nullo (i.e.
la funzione definitivamente nulla in I ).

Dimostrazione — L’asserto sussiste in base al teorema 9.4, tenendo pre-
sente che l'integrale si annulla in xy con tutte le sue derivate. O
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Osservazione 107 Consideriamo ’equazione del prim’ordine
Y +a1(z)y=0 (9.2.2)

dove a; & una funzione reale di classe C° in un intervallo I C R. Ogni
integrale y della (9.2.2), distinto da quello nullo, assume in I o soltanto
valori positivi o soltanto valori negativi. Infatti se esistessero in I due punti
T, e xo tali che
y(x1)<0ey(xz)>0
per il teorema degli zeri y si annullerebbe in almeno un punto zg interno
all’intervallo compatto di estremi z1 e xo e di conseguenza, stante il teorema
9.5, si avrebbe
y(x)=0 Ve el

il che ¢é assurdo.
Consideriamo un’equazione differenziale lineare omogenea di ordine n
y™ +ay (2)y™ D (@) + ... +an(2)y(x) =0 (9.2.3)

con coefficienti definiti e continui in I. Consideriamo poi n integrali della
(9.2.3)
Y1, 92, -5 Yn

Consideriamo ora il seguente determinante di ordine n:

n@ el )
W) @ o ) (@)
(@) g (@) e Y (@)

Tale determinante & ovviamente una funzione definita e derivabile in 1.
Orbene tale determinante si chiama il determinante wronskiano, o sem-
plicemente il wronskiano?, degli n integrali y;,%s,...,y, € si denota col
simbolo W ().

Se ora calcoliamo la derivata di W (x) (si veda, per il calcolo della derivata
di un determinante, appendice F a pag. 401) troviamo che W' (x) ¢ la
somma di n determinanti, dei quali i primi n — 1 sono nulli perché hanno
due righe eguali e I'ultimo é:

yi(x) @) o ya(2)
yW e - @

@) W @) ey ()
W) @) - (@)

2La parola wronskiano deriva da Wronski, nome di un matematico polacco (1778-1853)
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Teniamo ora presente che y1, 2, ..., y, sono integrali dell’equazione differen-
ziale (9.2.3), i.e. che risulta:

v = = (a1 @y @) + .+ an (@) y ()

e quindi si vede subito che il determinante al secondo membro della (9.2.4)
si puod scomporre nella somma di n determinanti, dei quali il primo é eguale
a:

—a1 (1) W (z)

e gli altri n — 1 sono nulli avendo due righe proporzionali.
In definitiva si ha sempre:

W' (x) = —ay (2) W (z). (9.2.5)

Osservazione 108 Dalla (9.2.5) moltiplicando ambo i membri per:

[ ar(t)dt
e*o
risulta: )
f a1 (t)dt
€ (W' () 4+ a1 () W (z)] =0
ossia: .
d [ ar(t)dt
— | e -W =0
. (z :
da cui si ricava: )
J a1(t)dt
ero - W (x) = costante,

in tutto I. Ma per & = zq il primo membro di quest’ultima relazione vale
W (x0), e quindi, in tutto I, si ha:

[ ai(t)dt
€0 W (x) =W (x9),
da cul si deduce che:
— [ ai(t)ar
W (z) =W (xg)-e ™ . (9.2.6)

tale relazione & nota, in letteratura, come formula di Liouville.

E’ evidente quindi che:

Teorema 9.6 Il wronskiano di yi,¥s,...,Yn € un integrale dell’equazione
y +ar(z)y.
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Sussiste anche il seguente:

Teorema 9.7 (Teorema del wronskiano) Il wronskiano din integrali del-
l'equazione differenziale lineare omogenea (9.2.3), o é identicamente nullo
oppure non si annulla mai nell’intervallo I.

Dimostrazione — Infatti, se W (z) non ¢ identicamente nullo, esiste in I
un punto xo in cui riesce W (z9) # 0, ma allora dalla (9.2.6) segue che &
sempre, in tutto I, W (x) # 0. O

Dati dunque n integrali della (9.2.3) il loro wronskiano o ¢ sempre diverso
da zero in I oppure ¢é identicamente nullo. nel primo caso si dice che gli n
integrali sono indipendenti, nel secondo caso che sono dipendenti.

Vale il seguente:

Teorema 9.8 Consideriamo 'equazione omogenea (9.2.3), gl’integrali

Y1,Y2, - Yn

e il loro wronskiano W (z).
Le tre proprieta seguenti sono equivalenti:

«) GIli integrali y1,ys, . .., Yn sSono linearmente dipendenti;
B) W(x)=0 Vaxel;
v) Jxoel: W (xg) =0

Conseguentemente gl'integrali yi,%s,...,Yyn sono linearmente indipendenti
se e solo se il loro wronskiano é privo di zeri in I.

Dimostrazione —

a) = 3) Per ipotesi y1,y2,...,yn sono linearmente dipendenti. Allora al-
meno uno di tali integrali ¢ una combinazione lineare dei rimanenti. Da
cio deriva che nel determinante wronskiano di essi almeno una colonna é
combinazione lineare delle rimanenti. Da cido, per una nota proprieta dei
determinanti, segue che W (z) =0 Vx €I c.v.d.

B) = 7). Banale.

v) = «) Per ipotesi 3xg € I : W (x¢) = 0. Consideriamo il seguente sistema

lineare omogeneo di n equazioni nelle n incognite c1,ca, . .., Cy:
C1Y1 (.130) + ...+ cuin (xO) = 0
a1y (vo) + -+« + ey, (20) = 0
-1 -1
ey (@) + -+ ey (20) = 0

11 determinante dei coefficienti di tale sistema ¢ proprio il wronskiano W (xg),
che per ipotesi é nullo.
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Pertanto il sistema considerato ammette almeno una soluzione non banale,
i.e. non nulla, che indicheremo con (¢, éa,...,¢,).
Consideriamo ora la funzione:

y(x) = ey (x) + a2 () + ... + Cuyn () .

tale funzione & un integrale della (9.2.3) perché é una combinazione lineare
di integrali della (9.2.3); inoltre verifica le condizioni iniziali

y(z0) =0,y (20) =0, ... ,y("*l) (x0) = 0.

[Infatti si ha ad esempio
Y (w0) = ey (2) + Coyz (@) + ... + Cuyf (2) = 0

perché il vettore numerico (¢1, éa, . . ., ¢,) € soluzione del sistema di equazioni
considerato.|

Conseguentemente, per il teorema sulle equazioni lineari omogenee di ordine
n dedotto dal teorema di esistenza e unicita (i.e. il teorema 9.5)si ha:

y(x)=0 Veel

tale eguaglianza, perché le costanti (¢1,¢g,...,¢,) non sono tutte nulle, ci
dice che gl’integrali y1, %2, ...,y sono linearmente dipendenti: c.v.d. ]

Osservazione 109 Il teorema del wronskiano (cfr. teorema 9.7) puo essere
dimostrato anche osservando che per 'equivalenza tra le proprieta () e 7)
del teorema precedente, se il wronskiano si annulla in un punto xg € I, allora
esso si annulla in ogni punto di 1.

Teorema 9.9 (Ricerca dell’integrale generale) Consideriamo un’equazione

differenziale lineare omogenea di ordine n
Y™ +ar (2)y™ Y (@) + .. +an (2)y(x) =0

ie. la (9.2.3) con coefficienti definiti e continui in un intervallo I e conside-
riamo n integrali di essa y1,y2,. .., Yn-
Vale la seguente implicazione:

La combinazione lineare
y=cay () +... +cayn ()
al variare di ¢1,ca,...,cp In
R fornisce la totalita degli
integrali della (9.2.3)

i.e. fornisce 'integrale
generale della (9.2.3)

Gl’integrali sono linearmente
indipendenti
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Dimostrazione — Detto z (z) un integrale della (9.2.3), dobbiamo far
vedere che l'integrale z (z) si pud ottenere dalla combinazione lineare

y=cy (z)+ ...+ cnyn (2)

particolarizzando le costanti. A tale scopo, fissato a piacere un punto xg € I,
consideriamo gli n numeri reali

h(]ahlv s 7hn71

definiti come segue:

def B

Consideriamo ora il seguente sistema lineare non omogeneo di n equazioni
nelle n incognite c1, ¢, . .., Cy:

C1Y1 ('7:0) + ...+ cayn (‘TO) = hO
c1yy (xo) + ... + ¥y, (20) = M

cyy” ! (o) + ...+ cnyq(zn_l) (20) =  hn

Il determinante dei coefficienti di tale sistema & il wronskiano W (zg) che
¢ non nullo perché gl'integrali y1,yo, ..., ¥y, sono linearmente indipendenti.

Pertanto il sistema ammette una ed una sola soluzione che indicheremo con

(2,8,...,c0).

Consideriamo ora la funzione:
yo (x) = c?yl () + ...+ cgyn (x).

Questa funzione € un integrale della 9.2.3; inoltre verifica le seguenti con-
dizioni iniziali

yo () = by (m0) = b1y oy (20) = hn

e cioeé verifica le stesse condizioni iniziali verificate dall’integrale z (x). Per-
tanto per il teorema di esistenza e unicita si ha:

z(x) = yo () Ve el

ie. z(z) =y () +...+Qyy, (v) Vz € I. L’eguaglianza scritta ci dice
che l'integrale z (z) si puo ottenere dalla combinazione lineare

C1Y1 + Y2 + ... + Crln

particolarizzando le costanti. c.v.d. ]
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Osservazione 110 Per il teorema ora visto € chiaro che:
Teorema 9.10 Lo spazio vettoriale Jy ha dimensione n.

Osservazione 111 Per il teorema ora visto, per cercare I'integrale generale
dell’equazione omogenea (9.2.3) basta trovare una n-pla d’integrali linear-
mente indipendenti di tale equazione.

Per questo motivo ogni n-pla d’integrali linearmente indipendenti della (9.2.3)

(ylayQa .. ayn)

si chiama un sistema fondamentale d’integrali della (9.2.3).
Si puod dimostrare che esistono infiniti sistemi fondamentali di integrali della
(9.2.3).

Osservazione 112 Per il teorema visto i singoli integrali dell’equazione
omogenea (9.2.3) si possono ottenere da una combinazione lineare

y=c1y1 () + ...+ cuyn (z)

di n integrali linearmente indipendenti della (9.2.3) particolarizzando le
costanti c1,c2,...,c,. E’ proprio per tale motivo che i singoli integrali
dell’equazione (9.2.3) sono chiamati integrali particolari.

Osservazione 113 Per il teorema visto, se gl'integrali (y1,y2,. .-, yn) sono
linearmente indipendenti, la combinazione lineare y = c1y; (z)+. . .4+cpyn ()
puo essere considerata come una funzione reale della variabile reale x e degli

n parametri costanti c1, co, ..., cy, i.e. come una funzione reale del tipo
y=y(x,c1,¢2,...,Cn)
che al variare dei parametri costanti c1,co,...,c, in R fornisce tutti e soli

gl'integrali della (9.2.3). Cio spiega la definizione d’integrale generale per le
equazioni lineari, complete o omogenee, i.e. la seguente:

Definizione 97 Consideriamo un’equazione lineare
y™ +ar (@) y™ V4.t ay (@) y = f(2)

completa o omogenea, con coefficienti e termine noto definiti e continui in
un intervallo I. Si chiama integrale generale dell’equazione considerata
ogni funzione reale del tipo

y:y(l',cl,CQ,-n,Cn)

definita in I x R", la quale, al variare dei parametri costanti ¢y, ca, ..., ¢y in
R, fornisce tutti e soli gl’integrali dell’equazione considerata.
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Osservazione 114 Si noti che mentre l'integrale generale di un’equazione
lineare di ordine n definito come I’insieme di tutti gli integrali & unico, I'in-

tegrale generale definito come funzione del tipo y = y (x, c1,¢2, ..., ¢,) che
fornisce tutti e soli gl'integrali dell’equazione lineare non é unico.
Infatti, se la funzione y = y(x,c1,ca,...,¢,) ¢ un integrale generale di

un’equazione lineare, anche le funzioni:
y=vy(x,2c1,2¢2,...,2¢,) , y=vy(x,3c1,3c2...,3¢,)

sono integrali generali.

Nella teoria delle equazioni lineari, quando si parla d’integrale generale, si
preferisce far riferimento all’integrale generale definito come I’insieme di
tutti gl’integrali di un’equazione, e non come una funzione. Il teorema
prima visto, tenendo presente la definizione testé data d’integrale generale
puo essere rienunciato come segue:

Teorema 9.11 Consideriamo un’equazione lineare omogenea di ordine n
y™ +ay (2)y" Y+ ta,(@)y=0

con coefficienti definiti e continui in I e consideriamo n integrali di essa
Y1, Y2, - - -, Yn. Vale I'implicazione:

La combinazione lineare

y:clyl(x)+...+cnyn(£6),

( Y1,Y2, - - -, Yn sono linearmente > considerata come una funzione
indipendenti del tipoy =y (z,c1,¢2,...,¢Cn)

definita in I x R, é un integrale

generale della (9.2.3 )

9.3 Equazioni non omogenee (o complete).

Passiamo ora allo studio delle equazioni differenziali lineari d’ordine n non
omogenee, i.e. delle equazioni del tipo:

y ™ tar @)y + Lt an (@)Y +an (2)y =g (@), (9.3.1)
ove le funzioni ay, as, . . ., ay, g le supporremo sempre continue nell’intervallo
chiuso I C R.

Chiamasi equazione omogenea associata alla (9.3.1), 'equazione stessa
resa omogenea, i.e. I’equazione:

y™ 4 (@) y™ Y 4+ an (@)Y Fan (@) y =0 (9.3.2)

Per le equazioni lineari non omogenee sussiste il seguente:
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Teorema 9.12 Se si conosce un integrale yo dell’equazione non omogenea
(9.3.1), aggiungendo ad esso un qualsiasi integrale ¢ dell’equazione omogenea
associata (9.3.2), si ottiene una funzione

Yo + ¢

che é ancora un integrale della equazione non omogenea (9.3.1).

Viceversa, ogni integrale della equazione non omogenea (9.3.1) pud essere
ottenuto in questo modo, i.e. aggiungendo a yy un integrale dell’equazione
omogenea associata (9.3.2).

Dimostrazione — Siccome, per ipotesi, yg ¢ un integrale della equazione
(9.3.1) e  un integrale della (9.3.2), risulta:

o () +ay (@) 5" (@) + o an (@) o (@) = g (2)

o™ (2) + a1 () "V (2) + ...+ an (2) n (2) = 0;

addizionando membro a membro queste due identita, si ottiene:

(0 (@) + ¢ (@)™ + a1 () (4 (@) = (@)D +
+.oootan () (yo (2) — () =g (2),

il che prova la prima affermazione fatta, i.e. che la funzione

(yo (z) + ¢ (z))

¢ un integrale dell’equazione non omogenea (9.3.1).

Per la seconda affermazione fatta, basta far vedere che, detto y; un qualsiasi
altro integrale dell’equazione non omogenea (9.3.1), la funzione differenziale

Y =y1—Y
¢ una soluzione dell’equazione omogenea associata (9.3.2).
Infatti per ipotesi, é:

g (@) +ar (@) g @)+ an (2) g (2)

y(()n) () + a1 (x) y(()n_l) () + ...+ an(x)yo (x)

g9(z),
g9 ()

donde sottraendo membro a membro:

(1 () = 90 (@)™ + ar (@) (1 (2) = yo ()" +
+ .. +an () (y1 (z) —yo () =0
il che prova che la funzione ¢ = y; —yg € un integrale dell’equazione omogenea

associata (9.3.2), e quindi che y; si ottiene sommando a yy un conveniente
integrale della (9.3.2). O
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Questo teorema mostra che per ottenere tutti gli integrali dell’equazione non
omogenea (9.3.1) si puod procedere cosi:

1. determinare tutti gli integrali dell’equazione omogenea (9.3.2);

2. determinare un integrale qualsiasi yo (x) dell’equazione non omogenea
(9.3.1).

Dopo di cio tutti gli integrali dell’equazione non omogenea (9.3.1) si otten-
gono sommando ad yo successivamente gli integrali della (9.3.2).

Poiche tutti gli integrali dell’equazione omogenea associata si ottengono

dal suo integrale generale, al variare delle n costanti arbitrarie, possiamo
enunciare la seguente regola:
L’integrale generale dell’equazione differenziale lineare di ordine n non omo-
genea (9.5.1), si ottiene aggiungendo all’integrale generale dell’equazione lin-
eare omogenea ad essa associata (9.3.2), un integrale particolare qualsiasi
dell’equazione non omogenea (9.5.1), i.e. esso & dato dalla relazione:

y(z) = c1o1 () + a2 () + ... + cnon (2) + yo (x) (9.3.3)
ove Y1,...,¢0n € un sistema fondamentale di integrali della (9.8.2, yo un
integrale qualsiasi della (9.5.1) e c1,ca,. .., ¢, costanti arbitrarie.

9.4 Il metodo di Lagrange per l'integrazione delle
equazioni differenziali lineari non omogenee.

Consideriamo un’equazione differenziale lineare completa:
y™ + a1 (2)y " (@) + . Fan (@) y () = £ () (9.4.1)

con coefficienti e termine noto definiti e continui in un intervallo I.
Consideriamo poi I'equazione omogenea associata alla (9.4.1)

y™ +ay (@) y" Y (@) + .. Fan (@) y(x) =0 (9.4.2)

Supponiamo ora che sia noto l'integrale generale dell’equazione omogenea
(9.4.2). Cid equivale a supporre che siano noti n integrali linearmente in-
dipendenti della (9.4.2), y1,¥2,- .., Yn, dato che, come sappiamo, I'integrale
generale della (9.4.2) & fornito dalla combinazione lineare

y=acay (x) + ...+ caln (x)

al variare delle costanti c1,co,...,c, in R.
Il metodo di Lagrange ¢ un metodo che serve a trovare un integrale parti-
colare u dell’equazione completa (9.4.1) nell’ipotesi da noi fatta che sia noto
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Uintegrale generale dell’omogenea associata (9.4.2).

L’importanza di questo metodo é dovuta al fatto che, una volta che é sta-
to determinato con esso un integrale particolare u dell’equazione completa
(9.4.1), resta determinato anche l'integrale generale dell’equazione completa
(9.4.1).

infatti, poiché com’é noto risulta

J = Jy+ u,

I'integrale generale della equazione completa (9.4.1) sara fornito dalla fun-
zione:

y=cyr(z) +c2y2 (z) + ...+ cayn (2) +u ()

al variare di c¢1,co,...,c, in R.

Osservazione 115 Si noti che i singoli integrali dell’equazione completa
(9.4.1) si possono ottenere dalla funzione

y=ciy1(z) +c2y2 (x) + ... + cayn (2) +u ()

particolarizzando le costanti cq,co,...,¢,. Questo é il motivo per cui
anche i singoli integrali dell’equazione completa (9.4.1) si chiamano integrali
particolari.

Il metodo di Lagrange consiste nel cercare un integrale particolare u dell’e-
quazione completa (9.4.1) del tipo:

w(@) = @)y (@) + 72 (@) y2 (2) + ...+ () yn (2)

dove
7 ()72 ()5 (2)

sono n funzioni derivabili incognite da determinare. In altri termini il meto-
do di Lagrange consiste nel cercare un integrale particolare u dell’e-
quazione completa (9.4.1) che abbia 'espressione formale che si ottiene dalla
combinazione lineare

yzclyl(x)+"-+cnyn(x)a

che fornisce 'integrale generale dell’lomogenea associata, sostituendo alle
costanti ¢y, ¢, . . ., ¢, delle funzioni derivabili incognite v (z) ,y2 (z), ...,V (2)
da determinare; per tale motivo il metodo di Lagrange ¢ anche detto meto-
do della variazione delle costanti.

Per determinare le funzioni derivabili incognite v1 (z),v2 (x),..., 7 (z) in
modo tale che la funzione

u(z)=m(z)y1(z)+ ...+ v (@) yn (z)

sia un integrale particolare dell’equazione completa (9.4.1), si sfrutta il seguente:
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Teorema 9.13 Se le derivate 74,75, . .., 7, delle n funzioni derivabili incog-
nite 1 () ,y2 (x), ..., () soddisfano il seguente sistema di n equazioni
nelle n incognite vy, v, ...,V
MYLF Y2+ - IYn = 0
) !0 !0
N R = 0
SR o (9.4.3)
—1 —1 —1
Yo" s Y = f

la funzione u (x) = v (x)y1 () + v2 () y2 () + ... + Y () yn (x) € un
integrale particolare dell’equazione completa (9.4.1).

Dimostrazione — Omessa. O

Osservazione 116 Si osservi che il sistema (9.4.3) & un sistema lineare non

omogeneo di n equazioni nelle n incognite v;, 75, ..., 7,
Il determinante dei coefficienti di tale sistema ¢ il wronskiano degli n integrali
Y1,Y2, - - ., Yn dell’equazione omogenea (9.4.2).

Poiché tali integrali sono linearmente indipendenti, si ha:
Wix)#0  Vxel.

Pertanto il sistema (9.4.3) permette di determinare in modo univoco 'incog-

nite Y1, Yo, - -y V-
Applicando la regola di Kramer si ha ad esempio:

0w
,_ f (aj) yénfl) R yr(Lnfl) Regola d:iLaplacef (x> Wi (x)
gi! W () W ()

avendo indicato con Wi (z) il complemento algebrico dell’ultimo elemento
della prima colonna di W (z).
In generale si ha

W () Vk e {1,2,...,n}

e = f(2)

avendo indicato con Wy (x) il complemento algebrico dell’ultimo elemento
della k—ma colonna di W ().

Determinate in tal modo le funzioni 71,75, . .., 7}, si determinano le funzioni
v (z),72(x), ..., () con le n integrazioni indefinite:

%Z/YWWz/%Mwwwz/%w
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Si noti che le funzioni v; (x),72 (x),..., v (x) vengono cosi determinate a
meno di una costante additiva.
Per il teorema enunciato la funzione

u(z) =y (z)y1 (@) +72 (@) y2 (2) + ... + 7 (2) yn (2)

¢ un integrale particolare dell’equazione completa (9.4.1).

9.5 Integrazione delle equazioni differenziali lineari.

9.5.1 L’equazione lineare del prim’ordine.

Consideriamo un’equazione lineare del 1° ordine:

v +ai(x)y=f(2) (9.5.1)

con il coefficiente a1 (x) e il termine noto f (x) definiti e continui in un in-
tervallo (a, b).

Per integrare tale equazione, com’é noto, dobbiamo prima trovare 'integrale
generale dell’omogenea associata e poi dobbiamo aggiungere a questo un
integrale particolare della completa che possiamo trovare col metodo di La-
grange.

L’equazione omogenea associata alla (9.5.1) & I'equazione:

Y +a(z)y=0 (9.5.2)

E’ utile ricordare che, per il teorema sulle equazioni lineari omogenee del 1°
ordine, un integrale y (z) della (9.5.2) o ¢ privo di zeri in (a, b) o ¢ identica-
mente nullo in (a, b); nel caso che é privo di zeri esso sara di segno costante.
L’equazione omogenea (9.5.2)¢ detta un’equazione a variabili separabili,
percheé, essendo
r_dy

Y= i
con dy d:efy’ () dz (funzione di x e dx), essa si puo scrivere nelle seguenti
forme:

d
= @)y
¢ d
?y = —a; (2)dz (9.5.3)

e nella forma (9.5.3) il simbolo y che indica la variabile dipendente (i.e. la
funzione incognita y ()) si trova solo al 1° membro, mentre il simbolo x che
indica la variabile indipendente si trova solo a 2° membro.

Quando la (9.5.2) ¢ scritta nella forma (9.5.3) si dice che si sono sepa-
rate le variabili. Piil in generale si chiama equazione a variabile separabili
un’equazione del tipo
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dato che un’equazione di tale tipo si puo scrivere nella forma

Si noti pero che le equazioni (9.5.2) e (9.5.3) non sono equivalenti perché
la (9.5.2) ammette U'integrale identicamente nullo in (a, b), mentre la (9.5.3)
non ammette tale integrale.
Cio che si puo dire ¢ che gl’integrali della (9.5.3) sono tutti e soli gl'integrali
privi di zeri della (9.5.2).

Per trovare l'integrale della (9.5.3), diciamo y (x) un generico integrale
della (9.5.3). Poiché y (z) verifica 'eguaglianza (9.5.3), y (z) verifica anche

I’eguaglianza:
d
Y _ —/a1 (x) dx
Y

Ora l'integrale

dy

y )
per la formula d’integrazione indefinita per sostituzione, si calcola come se y
fosse una variabile indipendente e quindi si ha:

d
/—yzlog\yl—l—c.
Y

Detta poi A (z) una primitiva di a; (z) si ha:

/al(x)dz::A(x)Jrc.

@:—/al(x)dx

Y
si deduce che log|y| e —A (z) sono primitive di una stessa funzione e pre-
cisamente della funzione —a; (x). Conseguentemente si ha che:

Dall’eguaglianza

JkeR:loglyl = —A(z) + k.

Da tale eguaglianza si deduce che:

jy] = eF =A@
Da questa eguaglianza, tenendo presente che I'integrale y é di segno costante
e quindi la funzione |y| coincide o con la funzione 4y o con la funzione —vy,
si deduce 'eguaglianza:

+ seey(r) >0 Ve (a,b)

y=+ee 4@ con

— see¢y(r) <0 Vze(ab)
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Da tale eguaglianza, posto ¢ = +eF si deduce ’eguaglianza®:

y=ce 4@ conceR-{0} (9.5.4)

Dunque abbiamo visto che un generico integrale y della (9.5.3) ha un’espres-
sione del tipo (9.5.4).

Ripercorrendo il procedimento all’inverso si vede che vale anche il viceversa e
cioé che ogni funzione y che ha un’espressione del tipo (9.5.4) ¢ un integrale
della (9.5.3).

pertanto la funzione (9.5.4) al variare di ¢ in R — {0} fornisce tutti e soli
gl'integrali della (9.5.3) e quindi tutti e soli gl'integrali della (9.5.2) privi di
zeri in (a,b).

Si osservi ora che per ¢ = 0 la funzione (9.5.4) fornisce 'integrale nullo della
(9.5.2) che é stato escluso quando si sono separate le variabili.

Pertanto la funzione:

—A(z)

y=ce con ¢ € R, (9.5.5)

al variare di ¢ in R, fornisce la totalita degli integrali della (9.5.2) i.e. fornisce
I'integrale generale della (9.5.2).

Il metodo con cui é stata integrata I’equazione omogenea (9.5.2) si chiama
metodo di separazione delle variabili.

Per trovare ora un integrale particolare dell’equazione completa (9.5.1), user-
emo il metodo di Lagrange i.e. cercheremo un integrale particolare della

(9.5.1) del tipo:
u="(z)e 4
dove v (x) & una funzione derivabile incognita da determinare.
Per il teorema visto nel metodo di Lagrange, la funzione u = ~ (z) e

un integrale della equazione completa (9.5.1) se 4/ (x) soddisfa la condizione

v (z) e A®) = f(2). (9.5.6)

E’ da notare pero che in questo caso, poiché c¢’é¢ una sola funzione incognita
da determinare, i.e. v (x), non & necessario applicare il teorema visto nel
metodo di Lagrange: per determinare <y (x) basta semplicemente imporre
che la funzione u = v (x) e~ gia un integrale dell’equazione completa
(9.5.1), i.e. basta imporre che risulti:

' (z) +ay (z)u(z) = f(x).

—A(x) o

Cio facendo si ha:
Y (@) e A 4y () e ) (—ay () + ar (2) 7 () e = [ (2)
e cio¢, semplificando , si ha:

v (x)e 4 = f ()

3Valida per ¢ opportuna costante non nulla.
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Come si vede, imponendo che u sia un integrale dell’equazione completa
(9.5.1), abbiamo ritrovato la stessa condizione (9.5.6) fornita del teorema
visto nel metodo di Lagrange, senza utilizzare tale teorema. Ricavando 7/ (z)
si ha:

¥ (2) = f (x) eA@ 77@ﬂ=/f@M“%m

e quindi si ha:
u=e 4@ /f (z) @) dz.

Pertanto 'integrale generale della equazione completa (9.5.1) ¢ fornito dalla
funzione:

y = ce AW 4 =A@ /f (z) @ d. (9.5.7)

al variare di ¢ in R, dove A (x) indica una primitiva di a1 (x) e dove I'integrale
a 2° membro indica una primitiva scelta a piacere della funzione f (x) eA@),

Osservazione 117 Quando in un esercizio si deve integrare una equazione
lineare del 1° ordine, ¢ consuetudine non utilizzare la formula (9.5.7), anche
perche ¢ difficile ricordarla a memoria.

I'integrazione andra dunque fatta ripetendo in forma sintetica il procedimen-
to esposto in generale; i.e. si trovera prima l'integrale generale dell’omogenea
associata applicando il metodo della separazione delle variabili, poi si trovera
un’integrale particolare della completa applicando il metodo di Lagrange.

Esercizio — Integrare ’equazione

, esina:
—y- =— 9.5.8
J—yeose = (9.5.8)
L’equazione (9.5.8) ¢ un’equazione lineare completa del 1° ordine.
L’equazione omogenea associata alla (9.5.8) & I’equazione:
y —y-cosz=0 (9.5.9)

L’equazione (9.5.9) & a variabili separabili e separando le variabili si scrive:

Ay _ cos xdx (9.5.10)

Y

Gl'integrali della (9.5.10) sono tutti gl'integrali privi di zeri della (9.5.9). Per
integrare la (9.5.10), diciamo y un generico integrale della (9.5.10).
poiche y verifica 'eguaglianza (9.5.10), y verifica anche 'eguaglianza:

d
/_y :/coswd:v.
Y
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Da tale eguaglianza segue che: 3k € R : log |y| = sinx + k, e quindi si ha:

’y‘ — ek esinx )

Da tale eguaglianza, poiché I'integrale y ¢ di segno costante, segue che:

. + seeéy(z)>0 VzelR
y=+e". Mm% con

— seeéy(r)<0 VzeR
Da tale eguaglianza, posto ¢ = £ e*, si deduce 'eguaglianza:
y = ce™ con ¢ € R — {0} (9.5.11)

La (9.5.11) al variare di ¢ in R — {0} fornisce tutti e soli gl'integrali della
(9.5.10) e quindi tutti e soli gl'integrali privi di zeri della (9.5.9).

Poiché per ¢ = 0 la funzione (9.5.11) fornisce 'integrale nullo della (9.5.9),
che era stato escluso quando si sono separate le variabili, la funzione

y =ceS™® con c € R (9.5.12)

al variare di ¢ in R fornisce la totalitd degl’integrali della (9.5.9) i.e. l'inte-
grale generale della (9.5.9).

Determiniamo ora un integrale particolare della equazione completa (9.5.8)
applicando il metodo di Lagrange, e i.e. cerchiamo un integrale particolare
della completa (9.5.8) del tipo

u = (z)en?,
per determinare 7 (z) imponiamo che u sia soluzione della (9.5.8). Cio
facendo, si ha:

sinx

e
1+ 22

7 () e 4y (2) ST cos - — 7 (z) % cos x =

Semplificando si ha:

, . esinz
S1n x
e quindi:
1
I JE—
i.e.

() / dz arctg z +

xr) = —_— T X C

! 1+ a2 &

Pertanto un integrale particolare della completa é la funzione

u = arctgx - 7.
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L’integrale generale della completa é quindi fornito dalla funzione:

sin x sin x

y=ce"" +arctgxr-e con c € R (9.5.13)

al variare di ¢ in R.

Consideriamo ora il seguente problema di Cauchy

y —y-cosx = —fi:;z
y(0) = 10

Per risolvere tale problema, considerata la funzione (9.5.13), si deve deter-
minare la costante ¢ in modo che risulti y (0) = 10. A tale scopo osserviamo
che:

y(0) =10 & [ces™” arctgz - 7] = 10 & ¢ = 10.

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy considerato ¢ la funzione:

sin x

y =10e""% farctgx - e

9.5.2 Le equazioni lineari omogenee a coefficienti costanti.

Consideriamo un’equazione lineare omogenea di ordine n a coefficienti costan-
ti e cioé un’equazione del tipo:

y ™+ a4 +ay=0 (9.5.14)

con ai,as,...,a, costanti reali.

Un’equazione di questo tipo é importantissima sia perché si presenta spesso
nelle applicazioni, sia perché il suo integrale generale si pud trovare con
relativa facilita con un metodo detto metodo dell’equazione algebrica
caratteristica.

Il metodo dell’equazione algebrica caratteristica consiste nel cercare integrali

della (9.5.14) del tipo
Az

y=e
con A reale o complesso e x variabile reale.
A questo proposito ricordiamo che :

VA=a+jB € CeVx € R risulta:
e = e (cos Bz + j sin fz)

Al fine di ricercare integrali della (9.5.14) del tipo y = e si utilizza il

seguente:
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Teorema 9.14 Sia A un numero reale o complesso. vale la seguente equiv-
alenza:

A € una radice della
La funzione y = e’* - equazione algebrica
¢ un integrale della (9.5.14) AN+ a N 4 an_iAFa, =0

Dimostrazione — Ricordiamo che risulta
DFer = )\Fer vk e N,
Conseguentemente valgono le seguenti equivalenze:

y = e ¢ un integrale della (9.5.14) < A" M 4 A" 1M 4 44, =0
& M ()\" + N L an N+ an) =0&
SN +aN" T+ tai A ta, =08
< )\ é radice dell’equazione algebrica AN 4+a A" 4 tap_1 A ta, =0 .

Il teorema é dimostrato. O

Osservazione 118 il teorema precedente riconduce 'integrazione della equazione
differenziale (9.5.14) alla risoluzione dell’equazione algebrica

N+ a N P+ tapi A ta,